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Orientador: Prof. Éder Lima de Albuquerque, PhD.
Braśılia
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Resumo
O presente trabalho trata do escoamento de emulsões em meios porosos, sendo motivado pelos grandes
avanços em processos de recuperação avançada de óleo residual em poços produtores de petróleo. Do
ponto de vista prático, mecanismos viscosos e capilares fazem com que o escoamento da emulsão
exija uma maior diferença de pressão em relação ao escoamento de um fluido Newtoniano para que
a vazão seja mantida constante. Por sua vez, esse aumento da pressão de bombeamento é capaz
de recuperar óleo aprisionado em gânglios de poros vizinhos. O modelo considera um escoamento
bidimensional de uma gota plana através de um canal convergente que representa a constrição do
meio poroso, podendo fornecer resultados qualitativos importantes. Como as dimensões da gota são
da mesma ordem de grandeza do meio poroso, a emulsão é tratada como uma mistura bifásica de fluidos
viscosos e imisćıveis. Partindo de uma análise adimensional baseada em escalas caracteŕısticas t́ıpicas
do problema, o escoamento é considerado livre de inércia, sendo governado pelas equações de Stokes.
A forma integral do campo de velocidade em regimes de Stokes é desenvolvida e apresentada usando
a condição de continuidade da velocidade e salto de tensões na interface entre os fluidos. Esse sistema
de equações integrais é adimensionalizado, sendo os principais parâmetros do problema o número de
capilaridade, a relação entre as geometrias da gota e do canal, e a razão entre as viscosidades dos fluidos.
A metodologia para implementação do Método dos Elementos de Contorno também é discutida com
riqueza de detalhes. Consideramos um procedimento de validação do código numérico desenvolvido
a partir da comparação de resultados preliminares com previsões teóricas tipicas da literatura de
mecânica dos fluidos. Com o método validado, fez-se a implementação dos termos relacionados ao
salto de tensões na interface dos fluidos e do método para a evolução da gota. A partir do novo
código, foi realizado um estudo de convergência dos resultados em função da malha e do passo de
tempo. Foi constatado que a quantidade de elementos (discretização da malha) tem fortes influências
no erro associado à vazão na sáıda do canal. O uso de um fator de concentração de elementos, 𝑁𝑒,
igual a 7, foi o suficiente para alcançar erros na vazão próximos 1, 5%. Com relação ao passo de
tempo, verifica-se que este influencia de forma relevante na estabilidade das simulações. A utilização
de um passo de tempo igual a 0,01 foi o suficiente para obter erros na área da gota inferiores a 0, 5%.
Determinado os parâmetros de simulação 𝑁𝑒 e Δ𝑡, simulações variando o número de capilaridade,
a razão de viscosidade e o tamanho, foram realizadas para estudar a influência desses nos formatos
apresentados pela gota e as respostas obtidas na pressão de bombeamento para manter uma vazão
fixa. Dos resultados, foi conclúıdo que: menores números de capilaridade fazem a gota manter seu
formato mais arredondado e influenciam linearmente o aumento da pressão de bombeamento; para
maiores razões de viscosidade, 𝜆, a gota apresenta uma maior resistência à deformação, e a pressão de
bombeamento se relaciona positivamente em uma relação linear com aumento de 𝜆; por fim, maiores
diâmetros de gotas resultam em maiores deformações da mesma para que possa passar pela constrição,
e também apresentam maiores valores obtidos para a pressão de bombeamento, mas dessa vez a relação
é quadrática.
Palavras-chaves: emulsões; gota plana; meios porosos; Método dos Elementos de Contorno.
Abstract
Motivated by the great progress in advanced residual oil recovery processes on petroleum reservoir,
this work deals with the flow of emulsion in porous media. In the practical point of view, there
are viscous and capillary mechanisms that make the flow of the emulsion require a greater pressure
gradient comparing to the Newtonian fluid flow, to maintain the same flow rate. On the other hand,
this increase in the pumping pressure is capable to recover the confined oil in ganglia from neighbor
pores. The model considers a two-dimensional flow of a planar drop through a converging channel
representing the constriction of a porous media and can provide important qualitative results. Due
the fact that the dimensions of the drop have the same order of magnitude of the porous media,
the emulsion is treated as a biphasic mix of two viscous and immiscible fluids. Using a dimensionless
analysis based on characteristics scales of the problem, the flow is considered free from inertia and
thereby it is governed by the Stokes’ equations. The integral form of Stokes’ equations is developed
and shown using the conditions of continuity velocity and stress jump on the fluid interface. In this
way, a formulation based on line integrals over the drop and the channel boundaries relating the
velocity and tension fields for both fluids are obtained. Finally, the system of integral equations is
put on a dimensionless form, where the main parameters are the capillarity number and the aspect
ratio between drop and channel geometries. The Boundary Element Method (BEM) implementation
methodology is also described in detail. Finally, a procedure to validate the numerical code developed
comparing the results obtained with the literature. In this sense, the code based on the Boundary
Element Method shows itself as a good tool to study the problem proposed in this project. After the
method validation, it were implemented the terms related to the stress jump on the fluid interface and
the method to do the drop evolution. Using the new code, studies about the errors and convergence
related to the method in function of the mesh and time step were done. It was concluded that the
number of elements on the boundaries has strong influence on the errors related to the flow rate at the
outlet section. The use of a element concentration factor, 𝑁𝑒, equal to 7, was enough to reach flow rate
error around 1.5%. About the time step, it was verify a relevant influence on the simulation stability.
A time step equal to 0.01, is enough to reach area errors smaller than 0.5%. Using these parameters
to 𝑁𝑒 and Δ𝑡, simulations for different capillarity number, viscosity ratio and drop diameters, were
done to study how they affect the drop geometry and driver pressure during the flow, for a fixed flow
rate. From the results, it was concluded: smaller capillarity numbers, 𝐶𝑎, makes the drop geometry
rounder through the channel and increases driver pressure (1/𝐶𝑎 Δ𝑃 ); bigger viscosity ratios, 𝜆, makes
the drop more deformation resistance and increase the driver pressure in a linear way; lastly, bigger
diameters results in bigger deformations allowing the drop to pass through the convergence, and it
increase the driver pressure in a quadratic way.
Key-words: emulsion; planar drop; porous media; Boundary Element Method.
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𝑓 Função escalar, vetorial ou tensorial arbitrária no espaço de Fourier
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𝑃 Pressão modificada
𝑃0 Pressão na seção de entrada do canal
𝑃𝐿 Pressão na seção de sáıda do canal
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𝜔 Módulo do vetor velocidade angular
𝜔 Velocidade angular do cilindro
Ω Região no plano
Ω𝑖 Região do plano ocupada pela fase dispersa
Ω𝑜 Região do plano ocupada pela fase cont́ınua
𝜔𝑐 Frequência de excitação caracteŕıstica do escoamento
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𝐶𝑎 Número de capilaridade
Siglas
CC Condição de contorno
MIC Método Integral de Contorno
MEC Método dos Elementos de Contorno




1.1 Motivação para o estudo proposto
Uma emulsão é uma mistura bifásica de dois ĺıquidos viscosos e imisćıveis em que
um encontra-se disperso no outro na forma de gotas. Em geral, emulsões são formadas a
partir de um processo de geração e ruptura de gotas em um par de fluidos, definindo, as-
sim, uma fase dispersa (gotas) e outra cont́ınua (fluido base). O estudo do comportamento
mecânico e reológico de emulsões encontra fundamento na grande variedade e abrangência de
suas aplicações. Informações detalhadas nesse contexto são de grande relevância em diferentes
setores das indústrias farmacêutica e aliment́ıcia, por exemplo (Barnes & Hutton, 1989; Ma-
cosko, 1994). Aplicações promissoras também vem sendo exploradas na área de biomedicina,
tais como o transporte de fármacos pela corrente sangúınea através de emulsões magnéticas
(Ahmad et al., 2013). A indústria do petróleo também manipula emulsões frequentemente,
tanto no próprio processo de extração quanto no transporte de misturas de água e óleo em
tubulações e dutos (Edwards et al., 1991; Sjöblom, 1992). Mais recentemente, a injeção de
emulsões (e também de soluções poliméricas) em poços produtores tem sido muito utilizada
em processos de recuperação avançada de óleo residual1 (Alvarado & Manrique, 2010), sendo a
principal motivação prática deste trabalho. Sob essa perspectiva, o escoamento das duas fases
em reservatórios é investigado a partir do escoamento de emulsões em meios porosos modelados
por capilares com constrições ou canais convergentes. Nesse caso, o maior interesse recai sobre
o fator de redução de mobilidade, dado pela relação entre as quedas de pressão do escoamento
apenas da fase cont́ınua e da emulsão no meio poroso (para a mesma vazão volumétrica). Por
um lado, a presença de gotas viscosas dispersas no fluido base aumenta a viscosidade efetiva
do meio, o que requer maior gradiente de pressão para manter o escoamento. Por outro, os
efeitos extensionais de deformação e alinhamento das gotas induzidos pela constrição do canal
competem com a ação restauradora da tensão interfacial, o que também exige um aumento no
gradiente de pressão para que a gota atravesse o canal. Sendo assim, para que a vazão per-
maneça constante e a emulsão escoe completamente pelo poro, é necessário aumentar a pressão
de bombeamento. Esse aumento de pressão, por sua vez, é capaz de recuperar o óleo residual
aprisionado em gânglios de poros vizinhos.
Em grande parte das aplicações práticas, as pequenas dimensões das gotas e sua
quantidade no fluido base permitem que a mistura seja tratada como um fluido homogêneo
1 Do inglês, enhanced oil recovery.
Caṕıtulo 1. Introdução 2
equivalente. Mesmo que ambas as fases sejam constitúıdas de materiais simples, como água e
óleo, por exemplo, emulsões são tipicamente classificadas como fluidos não Newtonianos (Bird
et al., 1987; Larson, 1999). De fato, emulsões podem apresentar comportamento não linear
em diversos casos, como dependência da viscosidade em relação a taxa de cisalhamento e di-
ferença de tensões normais. Todavia, os fundamentos f́ısicos que explicam a existência desses
fenômenos macroscópicos são consequências intŕınsecas da dinâmica do escoamento na micro-
escala, tais como deformação, alinhamento, coalescência e ruptura de gotas, por exemplo. Em
outras aplicações, contudo, como é o caso espećıfico da recuperação de óleo em meios porosos,
o escoamento ainda deve ser tratado como bifásico. Nessa situação, as escalas de comprimento
t́ıpicas em um meio poroso são da mesma ordem de grandeza da escala interna da emulsão,
não permitindo que o escoamento seja tratado como se fosse de um meio cont́ınuo equivalente.
De toda forma, fica evidente a necessidade de estudar o comportamento mecânico microscópico
de gotas de emulsões a fim de melhor compreender os diferentes fenômenos f́ısicos associados a
esse tipo material.
Atualmente, uma grande quantidade de trabalhos tem se dedicado ao estudo mecânico
e reológico de emulsões2, demonstrando o grande interesse no assunto motivado pelos diversos
campos de aplicações. Todavia, ainda há uma série de desafios a serem vencidos. Os diversos
fenômenos f́ısicos que ocorrem no escoamento desse tipo de material dificultam a modelagem
matemática em estudos teóricos nesse assunto. Tão desafiadoras quanto a formulação de novas
teorias são as observações experimentais em laboratório. Em linhas gerais, é dif́ıcil realizar uma
caracterização precisa em relação às propriedades termof́ısicas e microestruturais de emulsões,
como viscosidade efetiva e polidispersidade de gotas. Além disso, fenômenos como migração
de gotas induzida por interações hidrodinâmicas e/ou gradientes de taxa de cisalhamento em
escoamentos não uniformes, coalescência e ruptura de gotas e movimento relativo de gotas sobre
superf́ıcies sólidas comprometem a validade dos resultados experimentais em ńıvel microscópico.
Sendo assim, simulações numéricas aliadas a um modelo teórico confiável podem fornecer boas
predições nesse tipo de estudo.
1.2 Revisão bibliográfica
Estratégias numéricas para o estudo de emulsões são apresentadas em um número
considerável de artigos na área. Grande parte deles utiliza o Método Integral de Contorno3
(doravante MIC), descrito por Ladyzheskaya (1969). Essa metodologia baseia-se em expressar
as equações governantes do escoamento na escala das part́ıculas (equações de Stokes4) em um
formato integral, transformando o problema tridimensional do escoamento nas vizinhanças de
2 Uma revisão pormenorizada é apresentada na Seção 1.2.
3 Do inglês, Boundary Integral Method ou BIM.
4 A formulação matemática para obtenção das equações de Stokes é descrita em detalhes no Caṕıtulo 2.
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uma gota em um problema bidimensional descrito por integrais de superf́ıcie. Assim, não há
necessidade de discretizar todo o domı́nio do problema, o que representa um ganho significativo
em termos de tempo computacional nas simulações. Dessa maneira, para esse tipo de abor-
dagem, o MIC mostra-se bastante superior a outros métodos tipicamente usados em soluções
numéricas de problemas de dinâmica dos fluidos, tais como o Método de Elementos Finitos, o
Método de Volumes Finitos e o Método de Diferenças Finitas. Muitos pesquisadores dedicaram-
se ao estudo de regimes de deformação e/ou condições de ruptura de gotas aplicando o MIC
aos mais variados tipos de escoamentos (Pozrikidis, 1993; Kennedy et al., 1994; Cristini et al.,
1998; Lee & Pozrikidis, 2006; Oliveira & Cunha, 2015). A interação e/ou colisão entre gotas,
especialmente importante em regimes mais concentrados, também foi tema central de diversos
trabalhos baseados no MIC (Loewenberg & Hinch, 1996, 1997; Zinchenko et al., 1999; Davis,
1999; Pournader & Mortazavi, 2013).
Embora a solução das equações de Stokes expressas em termos de integrais de su-
perf́ıcie reduza a dimensão do problema, ainda há uma grande dificuldade associada a sua
implementação numérica (Pozrikidis, 1992). Devido à existência de funções de Green singulares
na formulação, a maioria das análises realiza grande esforço para que o cálculo das integrais
seja o mais preciso posśıvel. Nesse sentido, as técnicas mais comuns consistem em utilizar ma-
lhas extremamente refinadas para descrever os pontos materiais sobre a superf́ıcie das gotas
e/ou adotar métodos numéricos de integração de alta ordem, especialmente nas vizinhanças
do ponto de singularidade (Stone & Leal, 1989; Yon & Pozrikidis, 1999; Pozrikidis, 2001).
Outro procedimento bastante difundido é realizar uma subtração parcial das singularidades
localmente, permitindo que as integrais sejam avaliadas numericamente de forma mais acurada
nas proximidades do pólo (Loewenberg & Hinch, 1996; Zinchenko et al., 1997; Davis, 1999;
Cristini et al., 2001). Embora esses procedimentos sejam amplamente utilizados, nenhum deles
fornece resultados satisfatórios quando as integrais são calculadas exatamente sobre a singu-
laridade. De forma alternativa, pode-se implementar uma formulação equivalente baseada em
integrais de linha (ainda em problemas tridimensionais) que permanece regular mesmo sobre a
superf́ıcie que contém o ponto de singularidade, contanto que o caminho de integração não o
contenha (Bazhlekov et al., 2004; Siqueira et al., 2015). Outro problema associado ao método,
que é tipicamente Lagrangeano (visto que acompanha o movimento da gota no escoamento),
está associado à distorção cont́ınua da malha durante a simulação. Nesse caso, diversos autores
abordam técnicas de relaxação dos pontos de controle sobre a superf́ıcie das gotas a fim de
evitar instabilidades numéricas que possam comprometer os resultados obtidos (Tanzosh et al.,
logy; Loewenberg & Hinch, 1996; Zinchenko et al., 1997; Siqueira et al., 2015).
Ainda que a quantidade de trabalhos abordando diferentes regimes de deformação,
condições de ruptura e interação entre duas ou mais gotas utilizando o MIC seja extremamente
relevante na literatura cient́ıfica, vemos que sua implementação ainda apresenta alguns desa-
fios. Por outro lado, a forma integral das equações de Stokes pode ser utilizada como ponto de
partida para uma outra formulação numérica, dessa vez baseada no Método de Elementos de
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Contorno5 (doravante MEC). Embora relativamente moderno quando aplicado a escoamentos
governados pelas equações de Stokes, o MEC pode ser interpretado como uma extensão do
MIC, tendo sido bastante utilizado na abordagem desse tipo de problema (Kitagawa, 1990;
Brebbia & Dominguez, 1992; Power & Wrobel, 1996). Além da economia em esforço computa-
cional associada à redução dimensional do problema, o MEC baseia-se em aproximar os campos
desconhecidos através de funções interpoladoras dentro de cada elemento da discretização. Esse
procedimento reduz as dificuldades em integrar as funções de Green singulares e melhora o
cálculo de elementos geométricos do contorno presentes na formulação, como curvatura e vetor
normal. Sendo assim, o MEC mostra-se uma ferramenta bastante eficiente para tratar de pro-
blemas de mecânica dos fluidos que envolvem superf́ıcies deformáveis, como é o caso sob estudo
nesse projeto.
A metodologia numérica completa do MEC aplicada ao escoamento de gotas em re-
gimes de Stokes foi explorada de forma pioneira por R. E. Khayat e colaboradores utilizando
abordagens bidimensionais. A redução dimensional inerente à formulação do método é capaz
de solucionar o problema utilizando apenas integrais de linha sobre o contorno. Nesse caso,
é comum utilizar o termo gota plana para fazer referência ao problema em duas dimensões.
Consequentemente, os resultados são muito mais expressivos do ponto de vista qualitativo,
não representando exatamente os fenômenos reais, que exigiriam um modelo mais complexo e
realíıstico em três dimensões. Khayat et al. (1997) estudaram o escoamento de gotas através
de canais convergentes, avaliando o impacto da razão entre as viscosidades das fases dispersa
e cont́ınua, respectivamente, e a razão de convergência do canal sobre a deformação de gotas
inicialmente esféricas e eĺıpticas. Observou-se que o regime de deformação da gota depende
essencialmente da geometria do canal, aumentando consideravelmente à medida que a razão de
viscosidade decresce abaixo da unidade. Em seguida, Khayat (1998) repetiu a abordagem utili-
zando um fluido base não Newtoniano descrito pelo modelo quasi-linear Oldroyd-B. No mesmo
peŕıodo, Khayat et al. (1998) abordaram o escoamento de gotas em canais de extrusão. Pouco
depois, Khayat et al. (2000) também avaliaram a influência da tensão interfacial, do tamanho da
gota e da sua posição inicial no domı́nio fluido sobre seu regime de deformação e alinhamento
em escoamentos por canais convergentes e divergentes. Os resultados numéricos obtidos fo-
ram comparados com boa concordância a observações experimentais considerando tanto fluidos
Newtonianos quanto fluidos não Newtonianos descritos pelo modelo de Maxwell para viscoelas-
ticidade linear. O mesmo Khayat (2000) ainda considerou um problema semelhante para uma
gota de fluido não Newtoniano pseudoplástico6. Posteriormente, Yan et al. (2006) e Wrobel
et al. (2009) estenderam os de trabalhos de Khayat et al. (1997, 2000) e utilizaram o MEC para
estudar a interação entre duas e três gotas escoando em canais convergentes. Os resultados
obtidos indicaram que o processo de coalescência é muito senśıvel ao tamanho inicial das gotas
em relação à constrição do canal. Mais recentemente, Pozrikidis (2012) estudou a passagem
5 Do inglês, Boundary Element Method ou BEM.
6 Do inglês, shear-thinning.
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de uma gota de mesma viscosidade do fluido base por uma bifurcação, avaliando sua posśıvel
ruptura para diferentes ângulos de abertura do canal. Finalmente, vale destacar que Roca &
Carvalho (2013) abordaram o problema de uma gota escoando por um capilar com constrição
utilizando o Método de Elementos Finitos de Galerkin acoplado à uma formulação de level-set
para descrever a interface entre os dois fluidos. Embora a abordagem seja tridimensional, o
escoamento é considerado axissimétrico. Sob a ótica da recuperação de óleo residual em meios
porosos, os autores mostram predições para o fator de redução de mobilidade, confirmando que
essa quantidade é próxima da unidade para gotas de diâmetro muito menor que o diâmetro
da constrição. Os autores também mostram que a queda de pressão aumenta com a razão de
viscosidade e diâmetro da gota e com a diminuição do número de capilaridade. Ainda assim,
reportam as enormes dificuldades de convergência do método, que é Euleriano, especialmente
em regimes de grandes deformações. Essa última constatação ratifica mais uma vez a indicação
do MEC na abordagem desse tipo de problema.
1.3 Objetivos
Inserido nesse contexto, o objetivo geral do presente Projeto de Graduação é imple-
mentar a formulação numérica do Método de Elementos de Contorno ao escoamento de uma
gota plana de emulsão através de um canal convergente bidimensional. Com isso, desenvolver
um programa na linguagem MATLAB R○ que possibilite a simulação desse escoamento para
realização de estudos a cerca do problema. De forma mais espećıfica, os objetivos consistem
em:
1. inserir o leitor no contexto f́ısico do problema, partindo das equações de Stokes até al-
cançar a solução do escoamento pelas integrais de contorno;
2. apresentar o método dos elementos de contorno, bem como discursar de forma detalhada
toda a metodologia utilizada para o desenvolvimento do programa;
3. fazer uma validação do método comparando resultados obtidos para escoamentos em
torno de contornos sólidos com resultados presentes na literatura;
4. utilizar o programa para realizar diversas simulações do escoamento de uma gota por
um canal convergente para diferentes razões de viscosidades, números de capilaridades e
tamanhos de gota;
5. observar e discutir como esses parâmetros influenciam a geometria da gota dentro do
escoamento e a pressão de bombeamento entre a entrada e sáıda do canal para vazões
fixas.
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1.4 Organização do trabalho
O presente trabalho é divido em seis caṕıtulos, cada qual contendo diversas seções e
subseções. O Caṕıtulo 1 apresenta uma introdução contendo alguns dos aspectos práticos que
motivam e fundamentam o estudo de gotas de emulsões escoando através de canais convergen-
tes. Apresenta-se ainda uma breve e atualizada revisão bibliográfica sobre o assunto, atentando,
principalmente, para a implementação do Método dos Elementos de Contorno em problemas
desse tipo. O Caṕıtulo 2, por sua vez, traz a formulação matemática do problema sob análise.
Partindo-se das equações de conservação da mecânica do cont́ınuo, toma-se o limite de um
escoamento livre de inércia para chegar às equações de Stokes que governam o problema. Além
de propriedades relevantes, mostramos como obter a formulação integral dessas equações, des-
tacando as condições f́ısicas da interface entre os fluidos. Dando continuidade ao trabalho, o
Caṕıtulo 3 trata da metologia numérica para simulação computacional do escoamento. Nesse
caso, aborda-se de forma detalhada a formulação do MEC, tais como a geração da malha,
a interpolação dos campos desconhecidos usando funções de forma quadráticas cont́ınuas, o
cálculo de elementos geométricos, como curvatura local e vetor normal unitário, e a solução
numérica do sistema de equações algébricas resultante. Resultados obtidos para escoamentos
mais conhecidos na literatura com a finalidade de validar o código desenvolvido no trabalho são
apresentados no Caṕıtulo 4. Finalmente, o Caṕıtulo 5 apresenta todos resultados gerados com
o programa para o escoamento de gotas em canais convergentes e discussões realizadas sobre
esses. Por ultimo, o Caṕıtulo 6 traz as conclusões obtidas a cerca dos resultados e expectativas
de trabalhos futuros para dar continuidade a este.
7
2 Modelagem matemática
O presente caṕıtulo é dedicado à modelagem matemática do problema de uma gota
plana de fluido Newtoniano imersa em outro fluido Newtoniano imisćıvel escoando em um ca-
nal convergente. As equações de balanço de massa e quantidade de movimento linear para
um meio cont́ınuo são apresentadas. Utilizando o tensor das tensões de um fluido Newtoniano
incompresśıvel e supondo suas propriedades termof́ısicas constantes, obtém-se as equações de
Navier-Stokes. Uma análise adimensional baseada nas escalas caracteŕısticas do escoamento no
canal é realizada, verificando-se que o escoamento é livre dos efeitos de inércia. Sob essa cir-
cunstância, as equações de Navier-Stokes são reduzidas às equações de Stokes, cujas principais
caracteŕısticas e propriedades também são discutidas. O problema fundamental do escoamento
gerado por um ponto de força é apresentado, abordando-se os principais aspectos de sua solução.
Junto com o Teorema da Reciprocidade de Lorentz, esse resultado é utilizado para determinar a
forma integral do campo de velocidade em escoamentos de Stokes. Nesse caso, o problema bidi-
mensional é reduzido a uma representação unidimensional por integrais de linha nos contornos
do domı́nio. Finalmente, essa formulação é aplicada a cada um dos meios do escoamento bifásico
de uma gota imersa em outro fluido. A condição dinâmica de salto de tensões na interface entre
os fluidos é utilizada para compactuar as formulações integrais nos contornos dos dois fluidos. O
formato final das equações integrais é um sistema de equações relacionando velocidade e tensão
nos contornos do domı́nio.
2.1 Equações de balanço
Sejam as equações de conservação de massa e quantidade de movimento linear para
um meio cont́ınuo, dadas respectivamente por (Batchelor, 1967)
𝐷𝜌
𝐷𝑡





= ∇ · 𝜎 + 𝜌𝑔, (2.2)
em que 𝜌 é a massa espećıfica do meio, 𝑢 é o vetor velocidade Euleriano, 𝜎 é o seu tensor
das tensões e 𝑔 denota uma força de campo por unidade de massa. A Eq. (2.1) é comumente
referenciada como equação da continuidade, enquanto a Eq. (2.2) é denominada equação de
Cauchy do movimento, sendo uma consequência direta da 2a Lei de Newton aplicada a um
elemento material diferencial. Em ambas as equações pode-se identificar o operador derivada
material, definido por 𝐷/𝐷𝑡 = 𝜕/𝜕𝑡+𝑢·∇ e responsável por medir a taxa de variação temporal
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de uma quantidade qualquer calculada a partir de um referencial que translada junto com uma
part́ıcula material (isto é, um referencial Lagrangeano). O divergente do tensor de tensões, ∇·𝜎,
mede a taxa de variação da quantidade de movimento por unidade de volume associada com
forças de superf́ıcie exercidas sobre o elemento material. Em geral, para meios fluidos o tensor
das tensões pode ser decomposto como
𝜎 = −𝑝𝐼 + 𝜏 , (2.3)
em que 𝑝 é a pressão termodinâmica, 𝐼 é o tensor identidade e 𝜏 é o campo de extra-tensão que
surge devido ao movimento do fluido causado pelo escoamento. Para um fluido em repouso temos
que 𝜏 = 0, de sorte que a Eq. (2.3) recupera o tensor das tensões da hidrostática, 𝜎 = −𝑝𝐼, e
a pressão mecânica, definida como 𝒫 = −tr(𝜎)/3, iguala-se à pressão termodinâmica. No caso
de um fluido incompresśıvel, isto é, um fluido com massa espećıfica constante, a Eq. (2.1) é
reduzida à forma
∇ · 𝑢 = 0. (2.4)
Agora, supondo que o fluido é Newtoniano, a extra-tensão é dada por 𝜏 = 2𝜇𝐷, em
que 𝐷 é o tensor taxa de deformação, definido como a parte simétrica do tensor gradiente
de velocidade, 𝐷 = (∇𝑢 + ∇𝑢𝑇 )/2. Nesse caso, 𝜏 é uma função linear de 𝐷 e representa
a contribuição das tensões viscosas para o tensor das tensões. Mais que isso, 𝜏 é um tensor
deviatórico1, de modo que as pressões termodinâmica e mecânica também são iguais nessa
situação. Supondo ainda que o escoamento é isotérmico e adiabático e que todas as propriedades






+ 𝑢 · ∇𝑢
)︃
= −∇𝑝 + 𝜇∇2𝑢 + 𝜌𝑔. (2.5)
A Eq. (2.5) é uma equação vetorial e representa a conservação de quantidade de movimento
linear para um fluido Newtoniano incompresśıvel, sendo referenciada como equação de Navier-
Stokes. Juntamente com a equação da continuidade, constituem um sistema não linear de
equações diferenciais parciais para os campos de velocidade e pressão no escoamento. No caso
particular em que 𝑔 é devida exclusivamente à ação da gravidade, temos que 𝑔 = (0, 0, −𝑔),
em que 𝑔 é o módulo da aceleração da gravidade local. Como 𝑔 é um campo conservativo (ou
uma força conservativa por unidade de massa) existe um potencial escalar 𝜑 = −𝑔 · 𝑥, em
que 𝑥 é o vetor posição, tal que 𝑔 = −∇𝜑 = ∇(𝑔 · 𝑥). Sendo assim, e sabendo que o fluido
é incompresśıvel, é posśıvel incorporar os efeitos hidrostáticos devido à gravidade ao termo de
pressão. Para isso, substitui-se a pressão mecânica 𝑝 pela pressão modificada 𝑃 = 𝑝 − 𝜌𝑔 · 𝑥 na
Eq. (2.5).
1 Um tensor deviatórico é um tensor de traço nulo. Note que tr(𝜏 ) = 2𝜇tr(𝐷), tr(𝐷) = ∇ · 𝑢 e ∇ · 𝑢 = 0, já
que o fluido é incompresśıvel.
Caṕıtulo 2. Modelagem matemática 9
2.2 Contexto f́ısico do modelo
Consideremos agora a análise espećıfica do problema de um gota plana dispersa em
outro fluido imisćıvel escoando por um canal convergente, como mostra a Fig. 1 a seguir. Ambos
os fluidos são considerados Newtonianos e de mesma massa espećıfica 𝜌. A gota (fase dispersa)
é inicialmente esférica e tem diâmetro 𝑎 e viscosidade 𝜆𝜇, e está imersa em outro fluido (fase
cont́ınua) de viscosidade 𝜇. Aqui, 𝐻 e ℎ são as alturas de entrada e sáıda (garganta) do canal,
e 𝑃0 e 𝑃𝐿 são as pressões nas seções de entrada e sáıda, respectivamente. Cada fluido ocupa
uma região Ω limitada pelo contorno Γ. Como a forma da gota varia ao longo do escoamento,




















Figura 1 – Representação de uma gota plana dispersa em outro fluido imisćıvel escoando por
um canal convergente. A gota é composta pelo fluido 𝑖 e a fase cont́ınua é composta
pelo fluido 𝑜. Cada fluido ocupa uma região Ω limitada pelo contorno Γ.
Com base na Fig. 1, admite-se que o escoamento já está completamente desenvolvido
na entrada do canal, de modo que o perfil de velocidade nessa seção é parabólico,







em que 𝑈 é a velocidade média do escoamento. Esse valor está relacionado com a vazão vo-
lumétrica do escoamento por 𝑈 = 𝑄/𝐴, em que 𝐴 é a área da seção transversal do plano de
entrada. Note que a Eq. (2.6) é a solução anaĺıtica para um escoamento entre placas planas
e paralelas causado por um gradiente de pressão2. Além disso, a pressão na sáıda é imposta
como 𝑃𝐿 = 0, de modo que a pressão na entrada (pressão de bombeamento) seja sempre po-
sitiva, 𝑃0 > 0. De fato, é necessário que o gradiente de pressão seja negativo para que ocorra
escoamento nesse caso.
2 Lei de Hagen-Poiseuille para um escoamento bidimensional entre placas paralelas causado por um gradiente
de pressão.
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Dessa maneira, pode-se inferir que 𝑈 e 𝐻 são escalas caracteŕısticas de velocidade e
comprimento do problema, respectivamente. Assim, o número de Reynolds do escoamento no
canal é definido como 𝑅𝑒 = 𝜌𝑈𝐻/𝜇. Para um caso t́ıpico de injeção de emulsões em meios
porosos, tem-se 𝑄 ≈ 10−12 m3/s e 𝐻 ≈ 100 𝜇m (Alvarado & Manrique, 2010). Supondo
ainda que as emulsões são formadas por gotas de óleo dispersas em água, com 𝜌 ≈ 103 kg/m3 e
𝜇 ≈ 10−3 Pa×s, segue que 𝑅𝑒 ≈ 10−2, sendo muito menor que a unidade. O número de Reynolds
expressa a magnitude das forças de inércia em relação às forças viscosas ou, de forma equivalente,
a razão entre um tempo caracteŕıstico de difusão de vorticidade e um tempo caracteŕıstico do
transporte convectivo. Dessa maneira, é posśıvel concluir que escoamentos em meios porosos
são dominados pela viscosidade, sendo livres de efeitos de inércia (Brenner, 1991).
Os graus de convergência dos canais que modelam meios porosos nesse tipo simulação
estão na faixa de 2:1 a 5:1 (Roca & Carvalho, 2013). Sendo assim, a altura ℎ da garganta deve
estar entre 20 𝜇m e 50 𝜇m, aproximadamente. Um dos efeitos mais importantes da injeção de
emulsões de óleo em água em meios porosos no contexto da recuperação de óleo residual em
poços produtores é a redução do fator de mobilidade entre as fases. Essa grandeza é definida
pela razão entre o gradiente de pressão do escoamento apenas da fase cont́ınua e o gradiente
de pressão do escoamento da emulsão. Em linhas gerais, a redução da mobilidade entre as
fases está associada a dois mecanismos distintos: (i) um mecanismo viscoso relacionado ao
aumento da viscosidade efetiva do fluido pela adição de gotas de um fluido mais viscoso3; e
(ii) um mecanismo capilar relacionado à tendência de deformação e alinhamento da gota no
escoamento. De fato, aumentando a viscosidade da gota de óleo imersa em água, a viscosidade
efetiva do fluido que escoa pelo canal também aumenta, exigindo maior gradiente de pressão
para que a vazão seja mantida constante. Essa interpretação é realizada a partir de uma análise
simples do escoamento macroscópico da emulsão no meio poroso. Alternativamente, o efeito
capilar requer uma análise do escoamento na escala da gota. Enquanto o efeito extensional
induzido pela garganta do poro tende a deformar e alinhar a gota na direção das linhas de
corrente, a tensão interfacial atua no sentido de recuperar sua configuração esférica inicial.
Com isso, é necessário aumentar o gradiente de pressão para vencer a pressão capilar e fazer
com que a gota passe pelo canal. Essa aplicação é de grande importância na indústria do
petróleo, visto que o aumento da pressão de bombeamento é capaz de recuperar óleo residual
aprisionado em gânglios de poros vizinhos. Todavia, para que o efeito capilar manifeste-se, é
necessário que o diâmetro inicial da gota seja da mesma ordem de grandeza do diâmetro da
garganta. Se 𝑎 ≪ ℎ, a pressão capilar é muito baixa e a gota atravessa a região da constrição
sem manifestar qualquer reação expressiva ao efeito extensional, não sendo necessário impor
mudanças significativas no gradiente de pressão. Por outro lado, se 𝑎 ≫ ℎ, não há gradiente
de pressão capaz de vencer esse impedimento f́ısico à passagem da gota; assim, a gota fica
estagnada na entrada do poro e o escoamento é interrompido. Aqui, adota-se 0, 4 < 𝑎/𝐻 < 0, 8,
tal que 𝑎 esteja na faixa de 40 𝜇m a 80 𝜇m.
3 Para emulsões de óleo em água, tipicamente tem-se que 𝜆 > 1.
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Por outro lado, para processos difusivos em ńıvel molecular, o número de Peclet da gota
é dado por 𝑃𝑒 = 𝑈𝑎/𝒟, em que 𝒟 = 𝑘𝑇/(6𝜋𝜇𝑎) é o coeficiente de difusão de Stokes-Einstein,
sendo 𝑘 a constante de Boltzmann e 𝑇 a temperatura absoluta. O número de Peclet pode ser
interpretado como a razão entre um tempo caracteŕıstico da escala convectiva e um tempo
caracteŕıstico do processo difusivo associado ao movimento Browniano das moléculas do fluido
base (Einstein, 1956). Dessa maneira, adotando as mesmas hipóteses descritas anteriormente
e supondo 𝑇 ≈ 300 K, estima-se que 𝑃𝑒 ≈ 105, que é muito maior que a unidade. Conse-
quentemente, o tempo necessário para se observar a influência da difusão molecular é muito
maior que o relacionado ao transporte convectivo pelo campo de velocidade. Assim, os efeitos
do movimento Browniano não são relevantes para hidrodinâmica do escoamento da gota.
Vale destacar que tratamos do escoamento de gotas isoladas. Em outras palavras, a
emulsão pode ser considerada infinitamente dilúıda na escala dos poros representados pela
constrição no canal. Dessa maneira, efeitos de interação hidrodinâmica entre gotas, usuais em
análises de regimes mais concentrados, podem ser negligenciados. Por fim, atentamos ao fato
de que posśıveis mecanismos de migração e/ou difusão da gota devido à gradientes da taxa de
cisalhamento, por exemplo, também são desconsiderados.
2.3 Equações de Stokes
Considerando as equações de balanço obtidas na Seção 2.1, vamos utilizar as hipóteses
definidas na Seção 2.2 para tratar as equações governantes do escoamento. Então, sejam 𝑈 ,
𝐻 e 1/𝜔𝑐 escalas caracteŕısticas de velocidade, comprimento e tempo, respectivamente, em
que 𝜔𝑐 é uma frequência de excitação do escoamento. Levando-se em conta que uma escala
de pressão adequada para escoamentos com inércia despreźıvel é 𝑝𝑐 = 𝜇𝑈/𝐻, a Eq. (2.5) é




+ 𝑅𝑒 ?̃? · ∇̃?̃? = −∇̃𝑝 + ∇̃2?̃? + 𝑅𝑒
𝐹𝑟
?̃?, (2.7)
em que ?̃? = 𝑥/𝐻, 𝑡 = 𝜔𝑐𝑡, ∇̃ = 𝐻∇, ?̃? = 𝑢/𝑈 , 𝑝 = 𝑝/𝑝𝑐, e ?̃? = 𝑔/𝑔 são variáveis adimensionais,
𝑅𝑒 = 𝜌𝑈𝐻/𝜇 é o número de Reynolds, 𝑆ℎ = 𝜔𝑐𝐻/𝑈 é o número de Strouhal e 𝐹𝑟 = 𝑈2/(𝑔𝑎)
é o número de Froude. O número de Reynolds mede a razão entre as magnitudes das forças de
inércia e das forças viscosas (como discutido anteriormente). O número de Strouhal é relevante se
o padrão de escoamento for oscilatório, expressando uma frequência adimensional caracteŕıstica;
caso não exista uma frequência de excitação externa imposta ao escoamento, adota-se 𝜔𝑐 = 𝑈/𝑎
e 𝑆ℎ = 1. O número de Froude é um parâmetro importante em escoamentos com superf́ıcie
livre, expressando a razão entre as magnitudes das forças de inércia e de campo. Dessa forma,
o grupo 𝑅𝑒/𝐹𝑟 representa a relação entre as intensidades das forças de campo e das forças
viscosas.
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Tomando os casos limite em que 𝑅𝑒 ≪ 1 e 𝑅𝑒 𝑆ℎ ≪ 1, os termos do lado esquerdo da
Eq. (2.7) podem ser desprezados, tornando a equação do movimento linear. Esse caso é o limite
dual das equações do movimento e caracteriza o escoamento como quasi-estacionário. Sob essas
condições, o tempo necessário para a evolução do campo de velocidade de um estado permanente
para outro é muito menor do que o tempo t́ıpico de uma mudança percept́ıvel na configuração do
contorno da gota. Em outras palavras, o tempo caracteŕıstico de relaxação da gota é muito maior
que o tempo caracteŕıstico de propagação da vorticidade4 ao longo do escoamento. Fisicamente,
essa condição expressa que os campos de velocidade e pressão ajustam-se em intervalos muito
menores do que aqueles em que a configuração do contorno muda. Desta forma, o escoamento é
sempre permanente com respeito à configuração instantânea (Cunha, 2003). Deixando de lado a
utilização do til para representar as grandezas adimensionais (para aliviar a notação do texto),
temos que as equações governantes do escoamento de um fluido Newtoniano incompresśıvel
livre dos efeitos de inércia são as equações de Stokes, dadas por (Kim & Karrila, 1991)
∇ · 𝑢 = 0 (2.8)
e
−∇𝑝 + 𝜇∇2𝑢 + 𝜌𝑔 = 0. (2.9)
Sob as condições necessárias, o conceito de pressão modificada pode ser utilizado mais uma vez,
de modo que a Eq. (2.9) é reduzida à forma −∇𝑃 + 𝜇∇2𝑢 = 0.
A linearidade das equações de Stokes tem consequências diretas sobre o dinâmica do
movimento, provendo propriedades e caracteŕısticas importantes aos escoamentos em baixos
números de Reynolds. Como consequência direta da linearidade, verifica-se que a força hi-
drodinâmica sobre uma part́ıcula transladando em um fluido Newtoniano em regimes de Sto-
kes depende linearmente da velocidade. Assim, se o sentido da força é invertido, inverte-se
também o sentido do movimento, caracterizando o escoamento de Stokes como reverśıvel (em
termos cinemáticos) em relação ao tempo (Brenner, 1991). Além disso, também é posśıvel mos-
trar que em regimes de baixos números de Reynolds os campos de pressão e vorticidade são
harmônicos, tais que ∇2𝑃 = 0 e ∇2𝜉 = 0. Mais que isso, o campo de velocidade é biharmônico,
∇2∇2𝑢 = ∇4𝑢 = 0. Esses resultados sugerem que a solução de problemas de Stokes pode
ser obtida expandido os campos de pressão, vorticidade e velocidade em uma série de funções
harmônicas sólidas (Lamb, 1932; Frankel & Acrivos, 1970). Escoamentos em regimes de Stokes
ainda apresentam outras propriedades importantes, como a unicidade de sua solução e a veri-
ficação do teorema da mı́nima dissipação de energia interna. Mais detalhes sobre essas e outras
propriedades das equações de Stokes e sua solução são descritos por Kim & Karrila (1991).
4 O campo de vorticidade do escoamento é definido como 𝜉 = ∇ × 𝑢.
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2.4 Teorema da Reciprocidade de Lorentz
Sejam dois escoamentos quaisquer de um mesmo fluido em uma região Ω do plano
delimitada pelo contorno Γ. Os campos de velocidade e tensão de cada escoamento são (𝑢, 𝜎)
e (𝑢′, 𝜎′). Além disso, ambos os escoamentos são livres de inércia e satisfazem as equações
de Stokes. Sob essas condições, o Teorema da Reciprocidade de Lorentz postula que (Kim &
Karrila, 1991; Pozrikidis, 1992)
∫︁
Γ
(𝜎 · 𝑢′) · ?̂? 𝑑Γ +
∫︁
Ω
(𝑢′ · 𝑓) 𝑑Ω =
∫︁
Γ
(𝜎′ · 𝑢) · ?̂? 𝑑Γ +
∫︁
Ω
(𝑢 · 𝑓 ′) 𝑑Ω, (2.10)
em que Ω é a região ocupada pelo fluido, Γ é o seu contorno, ?̂? é o vetor normal unitário e
exterior ao contorno e 𝑓 é uma força de campo por unidade de área.
Para demonstrar a Eq. (2.10), consideremos que os dois escoamentos são de um mesmo
fluido Newtoniano incompresśıvel de viscosidade 𝜇. Sendo assim, os tensores das tensões são
expressos por 𝜎 = −𝑝𝐼 +2𝜇𝐷 e 𝜎′ = −𝑝′𝐼 +2𝜇𝐷′. Agora, para cada caso, tomemos o produto
escalar duplo entre o tensor das tensões de um escoamento e o tensor taxa de deformação do
outro, isto é, 𝜎 : 𝐷′ = −𝑝𝐼 : 𝐷′ + 2𝜇𝐷 : 𝐷′ e 𝜎′ : 𝐷 = −𝑝′𝐼 : 𝐷 + 2𝜇𝐷′ : 𝐷. Então,
utilizando a condição de incompressibilidade5 e o fato de 𝐷 e 𝐷′ serem simétricos6, segue que
𝜎′ : 𝐷 = 𝜎 : 𝐷′. (2.11)
Por outro lado, considerando a simetria do tensor das tensões (desde que nem o fluido
nem as part́ıculas sejam magnéticas, não existindo torques internos induzidos no material) e
o fato de o produto escalar duplo entre um tensor simétrico e outro antissimétrico ser nulo,
temos que7 𝜎 : ∇𝑢′ = 𝜎 : 𝐷′ e 𝜎′ : ∇𝑢 = 𝜎′ : 𝐷. Utilizando esses resultados e uma identidade
vetorial conhecida8 obtemos
𝜎 : 𝐷′ = ∇ · (𝜎 · 𝑢′) − (∇ · 𝜎) · 𝑢′ (2.12)
e
𝜎′ : 𝐷 = ∇ · (𝜎′ · 𝑢) − (∇ · 𝜎′) · 𝑢. (2.13)
Por fim, subtraindo a Eq. (2.12) da Eq. (2.13), usando o resultado da Eq. (2.11) e
sabendo que ∇ · 𝜎 = 𝑓 e ∇ · 𝜎′ = 𝑓 ′ como consequência direta das equações de Stokes, tem-se
que
5 Note que 𝐼 : 𝐷 = tr(𝐷) = ∇·𝑢 = 0 e 𝐼 : 𝐷′ = tr(𝐷′) = ∇·𝑢′ = 0, já que os dois fluidos são incompresśıveis.
6 Pela simetria do tensor taxa de deformação, segue que 𝐷′ : 𝐷 = 𝐷 : 𝐷′.
7 Note que 𝜎 : ∇𝑢 = 𝜎 : 𝐷 + 𝜎 : 𝑊 , em que 𝑊 = (∇𝑢 − ∇𝑢𝑇 )/2 é a parte antissimétrica do tensor
gradiente de velocidade, denominada tensor de rotação. Como 𝜎 é simétrico, segue que 𝜎 : 𝑊 = 0 e, com
isso, 𝜎 : ∇𝑢 = 𝜎 : 𝐷. O mesmo vale para 𝜎′ e ∇𝑢′.
8 Fazendo referência às identidades 𝜎 : ∇𝑢′ = ∇ · (𝜎 · 𝑢′) − (∇ · 𝜎) · 𝑢′ e 𝜎′ : ∇𝑢 = ∇ · (𝜎′ · 𝑢) − (∇ · 𝜎′) · 𝑢.
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∇ · (𝜎 · 𝑢′ − 𝜎′ · 𝑢) = 𝑓 ′ · 𝑢 − 𝑓 · 𝑢′. (2.14)
Integrando a Eq. (2.14) em uma região simplesmente conexa de fluido e usando o Teorema da
Divergência de Gauss no plano, chega-se ao resultado apresentado na Eq. (2.10). Vale notar
que na ausência de forças de campo a Eq. (2.14) reduz-se a ∇ · (𝜎 · 𝑢′ − 𝜎′ · 𝑢) = 0.
O resultado expresso pela Eq. (2.14) na forma diferencial é referenciado na literatura
como Teorema da Reciprocidade de Lorentz ou, simplesmente, Identidade Rećıproca (Kim &
Karrila, 1991; Pozrikidis, 1992). Esse teorema pode ser utilizado para demonstrar diversas pro-
priedades de escoamentos em baixos números de Reynolds, sendo fundamental na determinação
da forma integral das equações de Stokes. Mais que isso, sob condições bem determinadas, o
teorema é capaz de relacionar dois escoamentos distintos do mesmo fluido. Em outras palavras,
é posśıvel obter informações sobre determinado escoamento sem a necessidade de resolvê-lo
explicitamente. Ao invés disso, utiliza-se dados de outro escoamento já conhecido. No contexto
da representação integral do escoamento sobre a superf́ıcie de gotas de emulsões, o caso mais
comum consiste em utilizar a solução do problema fundamental do escoamento de Stokes.
2.5 Solução fundamental do escoamento de Stokes
O problema fundamental do escoamento de Stokes corresponde ao escoamento gerado
pela presença de um ponto de força em um domı́nio infinito de fluido (Ladyzheskaya, 1969).
Matematicamente, temos que
∇ · 𝑢 = 0 (2.15)
e
−∇𝑝 + 𝜇∇2𝑢 = 𝐹 𝛿(𝑥 − 𝑥0), (2.16)
para (𝑥, 𝑥0) ∈ R2. Aqui, 𝐹 é uma força concentrada aplicada sobre o fluido, 𝑥0 é a posição do








𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝑓(𝑥) 𝑑Ω = 𝑓(𝑥0). (2.18)
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A solução do problema diferencial representado pelas Eqs. (2.15) e (2.16) pode ser
determinada por diferentes métodos algébricos (Kim & Karrila, 1991; Pozrikidis, 1992; Dhont,
1996; Zapryanov & Tabakova, 1999). Vamos descrever de forma sintética a solução via trans-
formada de Fourier bidimensional, definida segundo o par de transformadas









em que 𝑓 é uma função qualquer e 𝑘 = (2𝜋/𝜆)?̂?𝑗 é vetor número de onda, sendo ?̂?𝑗 o vetor
unitário em cada direção (𝑗 = 1, 2 no plano). Ainda é importante ressaltar algumas propriedades
da transformada de Fourier que serão utilizadas na demonstração, tais como
F{∇ · 𝑎(𝑥)} = 𝑖𝑘 · ?̂?(𝑘), 𝑎(𝑥) ∈ R2 (2.21)
e
F−1{𝑖𝑘 ?̂?(𝑘)} = ∇F−1{?̂?(𝑘)}, ?̂?(𝑘) ∈ R. (2.22)
De acordo com a propriedade dada na Eq. (2.22), tem-se que F{∇2} = −𝑘2, em que
𝑘2 = 𝑘 · 𝑘. A equação da continuidade no espaço rećıproco de Fourier (ou espaço de número de
onda) é obtida aplicando-se a transformada à Eq. (2.15), e assume a forma
𝑘 · ?̂?(𝑘) = 0. (2.23)
Agora, apliquemos a transformada de Fourier à equação de quantidade de movimento e con-
sideremos, por ora, que o monopolo está concentrado na origem (isto é, 𝑥0 = 0). Com isso,
temos que




Usando a propriedade da Eq. (2.18) com 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑖𝑘·𝑥 e 𝑥0 = 0 verifica-se que a integral
do lado direito da equação anterior é igual a unidade. Portanto, a equação da quantidade de
movimento no espaço rećıproco reduz-se a
𝜇𝑘2?̂?(𝑘) + 𝑖𝑘𝑝(𝑘) = − 12𝜋𝐹 . (2.25)
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E substituindo a Eq. (2.26) na Eq. (2.25) e isolando o campo de velocidade obtém-se






Os resultados dados pelas Eqs. (2.26) e (2.27) são expressões para os campos de pressão e velo-
cidade, respectivamente, no espaço rećıproco de Fourier. Para determinar os campos correspon-
dentes no espaço f́ısico, devemos utilizar a transformada inversa de Fourier e suas propriedades.
Para o campo de pressão, temos que 𝑝(𝑥) = F−1{𝑝(𝑘)} = F−1{(𝑖/2𝜋𝑘2)𝐹 · 𝑘} =
(1/2𝜋)𝐹 · F−1{𝑖𝑘 𝑘−2}. De acordo com a propriedade da Eq. (2.22), a última transformada
inversa pode ser escrita como F−1{𝑖𝑘 𝑘−2} = ∇F−1{𝑘−2}. Portanto,













𝑘−2𝑒𝑖𝑘·𝑥 𝑑𝑘 = −2𝜋 log 𝑥 e ∇(log 𝑥) = 𝑥/𝑥2, em que 𝑥 = (𝑥 · 𝑥)1/2, a solução
fundamental para campo de pressão pode ser escrita como






O campo de velocidade pode ser obtido procedendo da mesma maneira. Nesse caso,
temos que 𝑢(𝑥) = F−1{𝑢(𝑘)} = F−1{−(1/2𝜋𝜇𝑘2)𝐹 ·(𝐼 −𝑘𝑘/𝑘2)} = −(1/2𝜋𝜇)𝐹 ·𝐼F−1{𝑘−2}+
(1/2𝜋𝜇)𝐹 · F−1{𝑘𝑘 𝑘−4}. A transformada inversa F−1{𝑘−2} é conhecida e já foi utilizada na
determinação do campo de pressão. Por outro lado, a transformada inversa F−1{𝑘𝑘 𝑘−4} deve
ser trabalhada de acordo com a propriedade da Eq. (2.22). De fato, tomando o gradiente de
ambos os lados da referida propriedade, mostra-se que F−1{𝑘𝑘 ?̂?(𝑘)} = −∇∇F−1{?̂?(𝑘)}. Dessa
maneira,
























𝑒𝑖𝑘·𝑥 𝑑𝑘 = (𝜋/2)𝑥2(log 𝑥 − 1) e ∇∇ [𝑥2(log 𝑥 − 1)] = −(𝐼 log 𝑥)/2 +
𝐼/4 − 𝑥𝑥/(2𝑥2), obtemos a solução fundamental para campo de velocidade, dada por








Se o ponto de força não estiver localizado na origem, a solução fica modificada apenas
por uma translação, podendo ser reescrita de forma geral como
𝑝(𝑥 − 𝑥0) = −
1
2𝜋𝐹 · 𝒫(𝑥 − 𝑥0) (2.32)
e
𝑢(𝑥 − 𝑥0) = −
1
4𝜋𝜇𝐹 · 𝒥 (𝑥 − 𝑥0). (2.33)
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Aqui, 𝒫(𝑟) = 𝑟/𝑟2 e 𝒥 (𝑟) = −𝐼 log 𝑟+𝑟𝑟/𝑟2 são funções de Green, 𝑟 = 𝑥−𝑥0 é posição de um
ponto qualquer em relação ao pólo e 𝑟 = (𝑟 ·𝑟)1/2 é a distância entre eles. Os campos 𝑝(𝑥−𝑥0) e
𝑢(𝑥−𝑥0) são, respectivamente, os distúrbios de pressão e velocidade produzidos por um ponto
(ou monopolo) de força 𝐹 localizado na posição 𝑥0. Esses campos mostram como é a interação
hidrodinâmica entre part́ıculas infinitesimais em escoamentos de Stokes. O vetor 𝒫 e o tensor de
segunda ordem 𝒥 são propagadores dos distúrbios de pressão e velocidade, respectivamente. O
tensor 𝒥 (𝑟) é muitas vezes referenciado como tensor de Oseen (Kim & Karrila, 1991), enquanto
o campo de velocidade gerado pelo ponto de força, 𝑢(𝑟) = −(4𝜋𝜇)−1𝐹 ·𝒥 (𝑟), é conhecido como
Stokeslet (Batchelor, 1970).
O tensor das tensões para esse escoamento pode ser expresso em termos das funções de
Green 𝒫(𝑟) e 𝒥 (𝑟). Para tanto, basta substituir suas definições na relação constitutiva para o
tensor das tensões de um Fluido Newtoniano9, obtendo
𝜎(𝑟) = − 14𝜋𝐹 · [−2𝒫(𝑟)𝐼 + ∇𝒥 (𝑟) + ∇𝒥
𝑇 (𝑟)]. (2.34)
Notando que ∇𝒥 (𝑟) = 𝐼𝑟/𝑟2 − 2𝑟𝑟𝑟/𝑟4 e usando sua simetria para obter ∇𝒥 𝑇 (𝑟), mostra-se
que
𝜎(𝑥 − 𝑥0) = −
1
4𝜋𝐹 · 𝒦(𝑥 − 𝑥0), (2.35)
em que 𝒦(𝑟) = −4𝑟𝑟𝑟/𝑟4 é uma função de Green tensorial de terceira ordem associada à
propagação do distúrbio de tensão gerado por um dipolo hidrodinâmico em escoamentos de
Stokes com part́ıculas livres de torque, sendo comumente referenciado como Stresslet (Batchelor,
1970).
Vale destacar que os propagadores de pressão, velocidade e tensão da solução funda-
mental do escoamento de Stokes são funções geométricas exclusivas da distância relativa ou
configuração de monopolos no espaço. Em geral, esses propagadores apresentam decaimento
lento, tipicamente 𝒪(1/𝑟). Dessa forma, mesmo part́ıculas relativamente afastadas umas das
outras interagem de forma significativa (interações de longo alcance) em escoamentos de Sto-
kes. Mais que isso, pelas próprias definições, é fácil notar que 𝒫(𝑟) e 𝒦(𝑟) apresentam simetria
ı́mpar, enquanto 𝒥 (𝑟) apresenta simetria par. Os tensores 𝒥 (𝑟) e 𝒦(𝑟) também são simétricos
em relação ao produto escalar por um vetor arbitrário. Tão relevante quanto é o fato de as
três funções de Green (ou funções mobilidade) que aparecem na solução fundamental serem
singulares em 𝑟 = 0, ou, de forma equivalente, em 𝑥 = 𝑥0. Mais detalhes sobre o problema
fundamental do escoamento de Stokes, inclusive em uma análise no espaço tridimensional, e
sobre as funções de Green que aparecem em sua solução podem ser encontrados em Kim &
Karrila (1991) e Pozrikidis (1992).
9 Aqui, é conveniente usar que 𝜎(𝑟) = −𝑝(𝑟)𝐼 + 𝜇[∇𝑢(𝑟) + ∇𝑢𝑇 (𝑟)] para um fluido Newtoniano.
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2.6 Representação integral do escoamento de Stokes
A partir dos resultados apresentados nas Seções 2.4 e 2.5, é posśıvel obter uma re-
presentação integral do campo de velocidade em um escoamento de Stokes. Para tanto, va-
mos considerar o Teorema da Reciprocidade em sua forma diferencial, como descreve a Eq.
(2.14), e utilizar o par de escoamentos (𝑢, 𝜎, 𝑓) e (𝑢′, 𝜎′, 𝑓 ′). O primeiro escoamento é consi-
derado livre de forças de campo (isto é, 𝑓 = 0), de sorte que a identidade rećıproca reduz-se a
∇ · (𝜎 · 𝑢′ − 𝜎′ · 𝑢) = 𝑓 ′ · 𝑢. O segundo escoamento, por sua vez, é produzido por um monopolo
de força de intensidade 𝐹 localizado na posição 𝑥0, tal que 𝑓 ′ = −∇·𝜎 = −𝐹 𝛿(𝑥−𝑥0). Assim
sendo, segue que
1
4𝜋𝜇𝐹 ·∇ · [𝒥 (𝑥 − 𝑥0) · 𝜎(𝑥) − 𝜇𝒦(𝑥 − 𝑥0) · 𝑢(𝑥)] = 𝛿(𝑥 − 𝑥0)𝐹 · 𝑢(𝑥). (2.36)
Integrando a Eq. (2.36) em uma região de fluido Ω limitada pelo contorno Γ, aplicando o













𝑢(𝑥) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂? 𝑑Γ(𝑥).
Utilizando propriedades conhecidas da distribuição Delta de Dirac (Abramovitz & Stegun,
1964), a representação integral do escoamento de Stokes fica
𝑥0 ∈ Ω, 𝑢(𝑥0)
𝑥0 ∈ Γ, 𝑐(𝑥0)𝑢(𝑥0)










𝑢(𝑥) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂? 𝑑Γ(𝑥), (2.38)
em que 𝑐(𝑥0) é uma constante que surge na integração da função Delta de Dirac e depende
da geometria do contorno. A Eq. (2.38) é representação em formato integral para o distúrbio
de velocidade na posição 𝑥0. A primeira integral do lado direito quantifica os efeitos de uma
distribuição cont́ınua de pontos de força sobre o contorno Γ, sendo conhecida simples camada
potencial10. A segunda integral, por sua vez, pode ser interpretada como uma distribuição
cont́ınua de dipolos hidrodinâmicos ao longo de Γ, sendo referenciada como dupla camada po-
tencial11. Essa nomenclatura é uma analogia à teoria potencial eletromagnética, como discutido
por Kim & Karrila (1991).
10 Do inglês, single-layer potential.
11 Do inglês, double-layer potential.
Caṕıtulo 2. Modelagem matemática 19
2.7 Representação integral do escoamento na superf́ıcie de uma gota
A última parte da formulação matemática do problema consiste em obter a repre-
sentação integral do escoamento de Stokes sobre a superf́ıcie de uma gota confinada em um
domı́nio fechado. Para isso, vamos considerar a forma integral do campo de velocidade dada
pela Eq. (2.38) para cada um dos fluidos quando o escoamento é visto como bifásico. Sendo
assim, seja a Fig. 2 a seguir, que mostra, de forma geral, uma gota composta pelo fluido 𝑖 imersa
em outro fluido 𝑜. Seguindo o contexto deste trabalho, ambos os fluidos são considerados New-
tonianos e de mesma massa espećıfica 𝜌. A gota tem viscosidade 𝜆𝜇 e o fluido ambiente tem
viscosidade 𝜇. Ainda mantendo a nomenclatura utilizada na Fig. 1, a região ocupada por cada
fluido e seu contorno são representados por Ω e Γ, respectivamente. Como a gota deforma-se
durante o escoamento, Ω𝑖(𝑡), Ω𝑜(𝑡) e Γ𝑖(𝑡) são funções do tempo, enquanto o contorno externo
Γ𝑜 permanece constante. Além disso, ?̂? e ?̂?′ representam os vetores unitários normais aos














Figura 2 – Representação genérica de uma gota plana (fluido 𝑖) imersa em outro fluido imisćıvel
(fluido 𝑜) em um domı́nio fechado.
Primeiro, vamos considerar a representação integral do escoamento do fluido ambiente
que envolve a gota. Nesse caso, temos que
𝑥0 ∈ Ω𝑜(𝑡), 𝑢𝑜(𝑥0, 𝑡)
𝑥0 ∈ Γ𝑜(𝑡) ∪ Γ𝑖(𝑡), 𝑐(𝑥0, 𝑡)𝑢𝑜(𝑥0, 𝑡)










𝑢𝑜(𝑥, 𝑡) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥).
(2.39)
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Procedendo da mesma maneira para o fluido que compõe a gota e notando que ?̂? = −?̂?′ sobre
o contorno Γ𝑖(𝑡) que define a superf́ıcie da gota em determinado instante, segue que
𝑥0 ∈ Ω𝑜(𝑡) ∪ Γ𝑜, 0
𝑥0 ∈ Γ𝑖(𝑡), 𝑐(𝑥0, 𝑡)𝑢𝑖(𝑥0, 𝑡)










𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥).
(2.40)
As Eqs. (2.39) e (2.40) são representações integrais distintas para os escoamentros
dentro e fora da gota. Todavia, é necessário que haja continuidade de velocidade na interface
entre os dois fluidos que caracteriza a superf́ıcie da gota. Essa constatação pode ser interpretada
como uma condição cinemática do problema. Matematicamente, deve-se impor que para 𝑥0 ∈
Γ𝑖, 𝑢𝑖(𝑥0, 𝑡) = 𝑢𝑜(𝑥0, 𝑡). Sendo assim, multiplica-se a Eq. (2.40) por 𝜆 e soma-se esse resultado
com a Eq. (2.39) para mostrar que













𝒥 (𝑥 − 𝑥0) · Δ𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥)
− 1 − 𝜆4𝜋
∫︁
Γ𝑖(𝑡)
𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥).
(2.41)
Da mesma forma,













𝒥 (𝑥 − 𝑥0) · Δ𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥)
− 1 − 𝜆4𝜋
∫︁
Γ𝑖(𝑡)
𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥).
(2.42)
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Nas Eqs. (2.41) e (2.42), 𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝜎(𝑥, 𝑡) · ?̂?(𝑥, 𝑡) é o vetor tensão para cada um dos
meios e Δ𝑓(𝑥, 𝑡) = [𝜎𝑜(𝑥, 𝑡) − 𝜎𝑖(𝑥, 𝑡)] · ?̂?(𝑥, 𝑡) é o salto de tensões através da interface Γ𝑖(𝑡)
entre os fluidos que define a superf́ıcie da gota. Para interfaces viscosas, o salto de tensões é
dado por (Pozrikidis, 1992)
Δ𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝜅(𝑥, 𝑡)?̂?(𝑥, 𝑡) − ∇𝑠(𝑥)𝜎 − Δ𝜌(𝑔 · 𝑥)?̂?(𝑥, 𝑡), (2.43)
em que 𝜎 é o coeficiente de tensão interfacial entre os fluidos, 𝜅(𝑥, 𝑡) = [∇𝑠(𝑥) · ?̂?(𝑥, 𝑡)]/2 é a
curvatura da superf́ıcie, ∇𝑠(𝑥) = (𝐼 − 𝑥𝑥) · ∇ é o vetor gradiente projetado sobre a superf́ıcie
e Δ𝜌 = 𝜌𝑖 − 𝜌𝑜 é a diferença entre as massas espećıficas dos fluidos. O primeiro termo da Eq.
(2.43) representa um salto de tensões na direção normal à interface, de maneira que a tensão
superficial atue no sentido de manter o formato da interface, suportando maior pressão do lado
côncavo. Por outro lado, o segundo termo está relacionado a um salto de tensões na direção
tangencial à interface, o qual pode ser provocado por gradientes superficiais do coeficiente de
tensão interfacial ∇𝑠(𝑥)𝜎; esses, por sua vez, podem ocorrer devido à variações de temperatura
ou efeitos elétricos na superf́ıcie, por exemplo. Por fim, o terceiro termo representa uma diferença
de tensões, também na direção normal, causada pela diferença ĺıquida entre os pesos dos fluidos.
As Eqs. (2.41) e (2.42) são representações integrais para os campos velocidade e tensão
na interface da gota e no contorno do fluido externo, Γ𝑖(𝑡) e Γ𝑜(𝑡), respectivamente. Alter-
nativamente, essas equações podem ser interpretadas como um sistema de equações integrais
acoplado entre velocidade e tensão nas fronteiras interna e externa do escoamento da fase
cont́ınua. Sendo assim, as condições de contorno sobre as paredes do canal, que podem ser de
velocidade (condição de não deslizamento) e/ou de pressão (vazão de entrada e/ou sáıda do
canal), aparecem naturalmente na formulação pela imposição de 𝑢𝑜(𝑥, 𝑡) e 𝑡𝑜(𝑥, 𝑡) sobre os
pontos do contorno Γ𝑜.
2.8 Forma adimensional da representação integral
Finalmente, consideremos a adimensionalização do sistema de equações integrais para
velocidade e tensão na interface da gota e na fronteira do domı́nio, dadas pelas Eqs. (2.41) e
(2.42). Considerando os objetivos deste trabalho, desprezamos quaisquer mecanismos capazes
provocar gradientes de tensão interfacial na superf́ıcie da gota, tais como variações de tempe-
ratura e efeitos elétricos. Com isso, não há salto de tensões na direção tangencial à interface
da gota com o fluido ambiente. Desde que os dois fluidos possuem a mesma massa espećıfica,
despreza-se também os efeitos gravitacionais associados a um salto de tensões na direção normal.
Com isso, o salto de tensões ocorre apenas na direção normal, decorrendo dos efeitos da tensão
interfacial e da curvatura da superf́ıcie. Assim, a Eq. (2.43) é reduzida à Lei de Young-Laplace,
tal que Δ𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝜎𝜅(𝑥, 𝑡)?̂?(𝑥, 𝑡).
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Sob essas circunstâncias, a adimensionalização do problema de um gota escoando
através de um canal convergente é feita considerando que uma escala de tempo caracteŕıstica
do escoamento é 𝜏∞ = 𝐻/𝑈 , em que 𝐻 é a altura da entrada do canal e 𝑈 é a velocidade
média na seção de entrada, respectivamente, e que uma escala de tempo de relaxação da gota é
𝜏𝜎 = 𝑎𝜆𝜇/𝜎, em que 𝑎 é o diâmetro inicial da gota, 𝜆𝜇 é a viscosidade da gota e 𝜎 é o coeficiente
de tensão interfacial. Assim sendo, define-se as seguintes variáveis adimensionais: ̃︀𝑥0 = 𝑥0/𝐻,̃︀𝑥 = 𝑥/𝐻, ̃︀𝑢𝑖 = 𝑢𝑖/𝑈 , ̃︀𝑢𝑜 = 𝑢𝑜/𝑈 , ̃︀𝑡𝑜 = 𝐻𝑡𝑜/𝜇𝑈 , ̃︀𝜅 = 𝑎𝜅, ̃︁𝒥 = 𝒥 , ̃︁𝒦 = 𝐻𝒦, 𝑑̃︀Γ = 𝑑Γ/𝐻
sobre Γ𝑜 e 𝑑̃︀Γ = 𝑑Γ/𝑎 sobre Γ𝑖(𝑡), em que o til denota a variável adimensional. Dessa maneira,
as Eqs. (2.41) e (2.42) podem ser reescritas como
𝑥0 ∈ Γ𝑖(̃︀𝑡), 𝑐(̃︀𝑥0, ̃︀𝑡)(𝜆 + 1)𝑈 ̃︀𝑢𝑖(̃︀𝑥0, ̃︀𝑡) = 14𝜋𝑈
∫︁
Γ𝑜








̃︁𝒥 (̃︀𝑥 − ̃︀𝑥0) · ̃︀𝜅(̃︀𝑥, ̃︀𝑡)?̂?(̃︀𝑥, ̃︀𝑡) 𝑑̃︀Γ(̃︀𝑥)





̃︀𝑢𝑖(̃︀𝑥, ̃︀𝑡) · ̃︁𝒦(̃︀𝑥 − ̃︀𝑥0) · ?̂?(̃︀𝑥, ̃︀𝑡) 𝑑̃︀Γ(̃︀𝑥)
(2.44)
e
𝑥0 ∈ Γ𝑜, 𝑐(̃︀𝑥0, ̃︀𝑡)𝑈𝑢𝑜(̃︀𝑥0, ̃︀𝑡) = 14𝜋𝑈
∫︁
Γ𝑜








̃︁𝒥 (̃︀𝑥 − ̃︀𝑥0) · ̃︀𝜅(̃︀𝑥, ̃︀𝑡)?̂?(̃︀𝑥, ̃︀𝑡) 𝑑̃︀Γ(̃︀𝑥)





̃︀𝑢𝑖(̃︀𝑥, ̃︀𝑡) · ̃︁𝒦(̃︀𝑥 − ̃︀𝑥0) · ?̂?(̃︀𝑥, ̃︀𝑡) 𝑑̃︀Γ(̃︀𝑥).
(2.45)
Isolando as velocidades ̃︀𝑢𝑖(̃︀𝑥, ̃︀𝑡) e ̃︀𝑢𝑜(̃︀𝑥, ̃︀𝑡) nas equações acima e descartando o uso do til para
representar as variáveis adimensionais (para aliviar a notação do texto), obtemos














𝒥 (𝑥 − 𝑥0) · 𝜅(𝑥, 𝑡)?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥)






𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥)
(2.46)
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e














𝒥 (𝑥 − 𝑥0) · 𝜅(𝑥, 𝑡)?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥)






𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ(𝑥).
(2.47)
Nas Eqs. (2.46) e (2.47) podemos identificar o número de capilaridade do escoamento,
definido como 𝐶𝑎 = 𝜇𝑈/𝜎. Esse é o parâmetro de maior importância no estudo da reologia de
emulsões, podendo ser interpretado como a razão entre as forças viscosas e as forças de superf́ıcie
associadas à tensão interfacial e quantificando o quão forte é o escoamento que atua sobre a
gota. Mais especificamente, o número de capilaridade é capaz de correlacionar a mecânica do
escoamento macroscópico com a dinâmica na escala da gota (Oliveira, 2007). Por outro lado, o
número de capilaridade ainda pode ser interpretado como a razão entre o tempo caracteŕıstico
de relaxação da gota e o tempo caracteŕıstico do escoamento, já que 𝜏𝜎/𝜏∞ = 𝜆(𝑎/𝐻)𝐶𝑎.
Dessa maneira, fica clara a analogia entre o número de capilaridade e o número de Deborah
(Bird et al., 1987). Esse último é um parâmetro central no estudo da reologia de soluções
poliméricas, expressando a razão entre o tempo caracteŕıstico de relaxação do poĺımero e o
tempo caracteŕıstico do escoamento não perturbado. Note que note limite 𝐶𝑎 → ∞, o terceiro
termo do lado direito das Eqs. (2.46) e (2.47) tende a zero, de maneira que a influência dos
efeitos da tensão interfacial no salto de tensões torna-se despreźıvel para o cálculo dos campos de
velocidade. Continuando essa análise, a presença da razão de aspecto 𝑎/𝐻 na última integral
dessas mesmas equações deixa clara a influência do tamanho e da viscosidade da gota no
cálculo da velocidade. No caso limite em que 𝑎 ≪ 𝐻 essas parcelas tendem a zero, mostrando
que a contribuição da viscosidade adicional causada pela presença das gotas no fluido base
é irrelevante para os cálculos. Alternativamente, quando 𝜆 ≫ 1, o último termo domina as
equações, de modo que o efeito da viscosidade adicional torna-se predominante. Vale ressaltar
que essa análise é feita para as integrais sobre o contorno Γ𝑖(𝑡) que define a superf́ıcie da
gota, esclarecendo a influência dos fenômenos capilares e viscosos para os cálculos do campo de
velocidade sobre sua superf́ıcie.
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3 Metodologia numérica
Esse caṕıtulo trata da metodologia numérica utilizada para resolver o problema do
escoamento de uma gota de emulsão através de um canal convergente baseada no Método dos
Elementos de Contorno. De ińıcio, apresenta-se uma visão geral do método, atentando para
suas principais caracteŕısticas e para as aproximações intŕınsecas à sua formulação. Aborda-se
também a geração da malha computacional, tanto para o contorno externo do canal quanto
para a configuração circular inicial da gota, realizando uma análise do ponto de vista elementar,
detalhando a utilização de elementos de contorno quadráticos cont́ınuos e a interpolação dos
campos desconhecidos com funções de forma sobre cada elemento. A metodologia de cálculo de
elementos geométricos do contorno, como curvatura e vetor normal unitário também é apresen-
tada. Por fim, destacamos o processo de discretização das equações integrais para os campos de
velocidade e tensão no escoamento, escrevendo-as como um sistema linear e com as condições
de contorno adequadamente impostas.
3.1 Visão geral do método
Desde a primeira publicação do livro de Brebbia (1978), o MEC tornou-se uma técnica
bastante utilizada na solução numérica de equações diferenciais, sendo amplamente empregado
na análise de diversos problemas de engenharia, incluindo modelos complexos de escoamentos
em dinâmica dos fluidos (Kitagawa, 1990; Brebbia & Dominguez, 1992; Power & Wrobel, 1996).
Uma condição necessária à implementação do MEC é a possibilidade de escrever a solução do
problema como uma integral apenas no contorno de seu domı́nio. Dessa maneira, o método reduz
a dimensão do problema abordado. De fato, para um problema tridimensional resolve-se apenas
integrais de superf́ıcie, e para um problema bidimensional, apenas integrais de linha. Dessa
maneira, os cálculos são realizados apenas no contorno do domı́nio, reduzindo consideravelmente
o tamanho da malha e dispensando a discretização do domı́nio inteiro (o que é ideal para tratar
de problemas em domı́nio infinito ou semi-infinito). Além do significativo avanço em termos
de economia em tempo computacional nas simulações, esse procedimento faz com que o MEC
lide muito melhor com problemas que apresentam superf́ıcies deformáveis quando comparado a
outros métodos numéricos tipicamente usados em problemas de engenharia, como o Método de
Diferenças Finitas, o Método dos Elementos Finitos e o Método de Volumes Finitos. Sob essas
circunstâncias, o ponto de partida para implementação do MEC ao problema aqui abordado
são as expressões integrais que relacionam os campos de velocidade e tensão no contorno, dadas
pelas Eqs. (2.41) e (2.42).
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Em geral, o procedimento numérico baseia-se em dois tipos de aproximação. A primeira
delas é uma aproximação puramente geométrica, de modo que o contorno Γ de uma região Ω é
subdividido em 𝑁 pequenas porções Γ𝑘, denominadas elementos de contorno. A Fig. 3 mostra









Figura 3 – Uma região plana Ω e seu contorno Γ aproximado por 𝑁 elementos de contorno Γ𝑘.
As pequenas porções Γ𝑘 que definem os elementos de contorno aproximam o contorno ori-
ginal através de formas conhecidas. Usualmente, utiliza-se funções polinomiais, como retas e
parábolas. A aproximação consiste em escrever o contorno original Γ como o somatório de todos





É evidente que aumentando a quantidade de elementos a aproximação torna-se cada vez melhor,
fazendo com que os elementos de contorno Γ𝑘 acompanhem o contorno original Γ de forma
mais suave. Tomando o limite 𝑁 → ∞ na Eq. (3.1), a aproximação geométrica deve recuperar
perfeitamente o contorno original.
A segunda aproximação, por sua vez, está relacionada ao cálculo das integrais no con-









em que a integral dentro do somatório é calculada sobre cada elemento Γ𝑘. Mais uma vez, no
limite 𝑁 → ∞, a aproximação deve recuperar o resultado exato da integral sobre o contorno.
Todavia, não sabemos como a função 𝑓(𝑥) varia dentro de cada elemento. Especificamente
para problemas de dinâmica dos fluidos, não sabemos como os campos de velocidade e tensão,
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𝑢(𝑥, 𝑡) e 𝑡(𝑥, 𝑡), comportam-se dentro de cada elemento. Embora uma dessas duas grandezas
seja sempre especificada pelas condições de contorno do problema, a outra permanece desco-
nhecida, sendo uma incógnita a ser determinada. Então, esses campos são aproximados através
da interpolação de funções polinomiais, comumente referenciadas como funções de forma, tendo
seus valores fixados em cada nó dentro do elemento. O tipo de função de base é consequência
direta do tipo de elemento utilizado na aproximação geométrica.
3.2 Geração da malha
No contexto do MEC, a malha computacional é responsável por determinar onde o
contorno está situado no espaço, como ele é subdividido em elementos e como os nós estão
dispostos dentro dos elementos. Para exemplificar a geração da malha no problema aqui abor-
dado, consideremos a representação esquemática dada na Fig. 4 a seguir. Inicialmente, os dez
pontos escuros maiores tem suas coordenadas fixadas no espaço, sendo oito no contorno do
canal (vértices) e dois sobre a gota inicialmente circular (em pontos diametralmente opostos).
Para gerar o contorno externo do canal, os pontos são ligados por segmentos de reta; no caso
da gota, utiliza-se arcos de ćırculo cujo raio é metade da distância entre os pontos iniciais sobre
sua superf́ıcie. A variação das dimensões do canal e do diâmetro inicial da gota é realizada
alterando-se as coordenadas dos pontos inicialmente fixados no domı́nio. Com os contornos de
interesse formados, cada um dos dez segmentos gerados é dividido em uma quantidade qual-
quer de elementos pela introdução da quantidade adequada de nós sobre eles, representados
pelos pontos escuros menores. Conforme será abordado na Seção 3.3, adotamos elementos de
















Figura 4 – Representação da discretização espacial do contorno no domı́nio computacional.
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A numeração dos elementos começa no contorno do canal no canto inferior esquerdo e
segue em sentido anti-horário, e continua para os elementos sobre a gota, dessa vez em sentido
horário a partir do ponto inicial mais à esquerda. A ordenação dos elementos na malha é dada
por matrizes de conectividade entre os elementos e nós vizinhos.
3.3 Ponto de vista elementar
Neste trabalho utiliza-se elementos de contorno quadráticos cont́ınuos, de modo que
cada elemento de contorno Γ𝑘 seja descrito por um arco de parábola. Dessa forma, cada elemento
deve conter 3 nós afim de definir uma equação polinomial de segundo grau interpoladora. Além
disso, o número total de nós é igual a duas vezes o número total de elementos em contornos
fechados. Esses pontos, 𝑥1, 𝑥2 e 𝑥3, são equidistantes, sendo mapeados nos pontos 𝜉 = −1,
𝜉 = 0 e 𝜉 = 1, respectivamente, em que 𝜉 ∈ [−1, 1] é a coordenada local (ou elementar)
adimensional. A Fig. 5 a seguir ilustra um elemento de contorno quadrático cont́ınuo genérico










x  = (x , x  ) 2 1 2
(2) (2)
x  = (x , x  ) 1 1 2
(1) (1)
Figura 5 – Elemento de contorno quadrático cont́ınuo com detalhes da representação nos siste-
mas de coordenadas global e local.
A coordenada 𝑥1 de um ponto 𝑥 qualquer no elemento Γ𝑘 é mapeada no sistema de
coordenadas local através de um polinômio de segundo grau, tal que 𝑥1 = 𝑎𝜉2 + 𝑏𝜉 + 𝑐, em que
𝑎, 𝑏 e 𝑐 são constantes que devem ser determinadas. Uma condição necessária ao mapeamento
é tal que 𝑥1(𝜉 = −1) = 𝑥(1)1 , 𝑥1(𝜉 = 0) = 𝑥
(2)
1 e 𝑥1(𝜉 = 1) = 𝑥
(3)
1 . O mesmo procedimento pode
ser realizado para a coordenada 𝑥2. Sendo assim, resolvendo para 𝑥1 e 𝑥2 segue que
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⎡⎣ 𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3 0






















= 𝑁 (𝜉) · 𝑥(𝑛), (3.5)
em que 𝑥(𝑛) é o vetor com os valores nodais dos pontos 𝑥1, 𝑥2 e 𝑥3. Aqui, 𝑁1 = 𝑁1(𝜉),
𝑁2 = 𝑁2(𝜉) e 𝑁3 = 𝑁3(𝜉) são funções quadráticas na coordenada local 𝜉, sendo comumente
referenciadas como funções de forma. Sendo assim, 𝑁 (𝜉) é uma matriz 6×2 cujas entradas não




2(𝜉 − 1), (3.6)




2(𝜉 + 1). (3.8)









Figura 6 – Funções de forma quadráticas cont́ınuas 𝑁1(𝜉), 𝑁2(𝜉) e 𝑁3(𝜉) em cada elemento.
Dessa maneira, a relação entre elementos diferenciais de comprimento do contorno nas duas
coordenadas é 𝑑Γ = 𝐽(𝜉)𝑑𝜉, em que 𝐽(𝜉) =
√︁
(𝑑𝑥1/𝑑𝜉)2 + (𝑑𝑥2/𝑑𝜉)2 é o Jacobiano da trans-
formação de coordenadas do sistema global para o sistema local.
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O mesmo procedimento realizado para um ponto 𝑥 qualquer sobre um elemento Γ𝑘
também pode ser aplicado aos campos de velocidade e tensão, 𝑢(𝑥, 𝑡) e 𝑡(𝑥, 𝑡). Dessa forma,
𝑢(𝑥, 𝑡) =
⎧⎨⎩ 𝑢1(𝑥, 𝑡)𝑢2(𝑥, 𝑡)
⎫⎬⎭ =
⎡⎣ 𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3 0






















= 𝑁 (𝜉) · 𝑢(𝑛)(𝑡) (3.9)
e
𝑡(𝑥, 𝑡) =
⎧⎨⎩ 𝑡1(𝑥, 𝑡)𝑡2(𝑥, 𝑡)
⎫⎬⎭ =
⎡⎣ 𝑁1 0 𝑁2 0 𝑁3 0






















= 𝑁 (𝜉) · 𝑡(𝑛)(𝑡). (3.10)
Analogamente, 𝑢(𝑛)(𝑡) e 𝑡(𝑛)(𝑡) são vetores contendo os valores nodais de velocidade e tensão
em um dado instante de tempo.
3.4 Elementos geométricos do contorno
Como descrito pelas Eqs. (2.41) e (2.42), a forma integral da relação entre os campos de
velocidade e tensão nos contornos Γ𝑜 e Γ𝑖(𝑡) requer o conhecimento de elementos geométricos
de cada um deles. Mais especificamente, para cada ponto sobre o contorno, é necessário de-
terminar a curvatura e o vetor normal unitário para então calcular os campos desconhecidos.
No contexto do MEC, essas grandezas são calculadas de forma local dentro de cada elemento.
Como consequência da utilização de elementos quadráticos cont́ınuos, tanto a curvatura quanto
o vetor normal variam ao longo de cada elemento, sendo função da variável local 𝜉.
No caso de domı́nios bidimensionais, o vetor tangente unitário ao contorno em um ponto
𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) é dado por ?̂?(𝑥, 𝑡) = (𝑑𝑥21 + 𝑑𝑥22)−1/2(𝑑𝑥1?̂?1 + 𝑑𝑥2?̂?2). Assim, a correspondência
para o sistema de coordenadas local é feita como (Konyukhov & Izi, 2015)





em que 𝐽 = 𝐽(𝜉) é o Jacobiano da transformação de coordenadas, 𝑁 = 𝑁 (𝜉) é matriz com
as funções de forma e 𝑥(𝑛)(𝑡) é o vetor com as posições nodais. O vetor normal unitário ao
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contorno ?̂?(𝑥, 𝑡) é obtido indiretamente a partir das componentes do vetor tangente unitário
?̂?(𝑥, 𝑡). De fato, ?̂?(𝑥, 𝑡) é sempre ortogonal a ?̂?(𝑥, 𝑡), de maneira que ?̂?(𝑥, 𝑡) · ?̂?(𝑥, 𝑡) = 0.
Consequentemente, segue que ?̂?(𝑥, 𝑡) = ±𝑡2?̂?1 + ∓𝑡1?̂?2. A escolha dos sinais das componentes
do vetor normal é tal que ?̂?(𝑥, 𝑡) sempre aponte para o exterior do contorno.
Ainda considerando problemas bidimensionais, a curvatura local do contorno é uma
medida do quanto ele desvia-se de uma geometria retiĺınea. A curvatura sobre de uma curva






(𝑥′21 + 𝑥′22 )3/2
. (3.12)
Dessa maneira, todas as propriedades geométricas de interesse são funções apenas do
mapeamento entre os sistemas de coordenadas local e global. Dado um ponto 𝑥 qualquer no
contorno, calcula-se ?̂?(𝑥, 𝑡), ?̂?(𝑥, 𝑡) e 𝜅(𝑥, 𝑡) a partir apenas das funções de forma utilizadas
no mapeamento. Caso o lado côncavo da curva esteja no exterior do domı́nio, a curvatura 𝜅 é
calculada da mesma forma, diferindo apenas pelo sinal.
3.5 Discretização das equações integrais no contorno
O procedimento de discretização das representações integrais para velocidade e tensão
no contorno consiste em escrever as integrais sobre os contornos Γ𝑖(𝑡) e Γ𝑜 como somatórios
finitos de integrais realizadas sobre cada elemento de contorno. Nesse sentido, a interface da
gota Γ𝑖(𝑡) é subdividida em 𝑁𝑖 elementos ΔΓ𝑛𝑖 , enquanto o contorno externo do canal Γ𝑜 é
subdividido em 𝑁𝑜 elementos ΔΓ𝑛𝑜 . Dessa forma, a Eq. (2.41) é reescrita de forma discreta
como



















𝒥 (𝑥 − 𝑥0) · Δ𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ





𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ.
(3.13)E de forma semelhante para a Eq. (2.47),
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𝒥 (𝑥 − 𝑥0) · Δ𝑓(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ





𝑢𝑖(𝑥, 𝑡) · 𝒦(𝑥 − 𝑥0) · ?̂?(𝑥, 𝑡) 𝑑Γ.
(3.14)
Sendo assim, dado um ponto fonte 𝑥0 sobre o contorno, os termos de somatório computam a
influência de todos os outros pontos do contorno, incluindo o próprio 𝑥0, no cálculo dos campos
de velocidade e tensão. Como consequência da utilização de elementos quadráticos cont́ınuos, a
curvatura local e o vetor normal, inclusos no cálculo do salto de tensão Δ𝑓(𝑥, 𝑡), variam ao longo
de cada elemento, sendo mantidos dentro das integrais. Essa formulação representa um grande
avanço em relação ao trabalho original de Khayat et al. (1997), já que na ocasião os autores
utilizaram elementos de contorno constantes. Procedendo dessa forma, cada elemento continha
apenas um nó central, permitindo considerar como constantes as propriedades geométricas dos
contornos dentro dos elementos.
Retomando o modelo constitutivo para o salto de tensões na interface, tal que Δ𝑓(𝑥, 𝑡) =
2𝜎𝜅(𝑥, 𝑡)?̂?(𝑥, 𝑡), e usando a expansão dos campos de velocidade e tensão em termos de funções
de forma sobre cada elemento, como indicam as Eqs. (3.9) e (3.10), as Eqs. (3.13) e (3.14)
podem ser reescritas, já de forma adimensional, como
























𝒥 𝑚𝑛 · 𝜅𝑛(𝜉, 𝑡)?̂?𝑛(𝜉, 𝑡) 𝑑Γ
)︃
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𝒥 𝑚𝑛 · 𝜅𝑛(𝜉, 𝑡)?̂?𝑛(𝜉, 𝑡) 𝑑Γ
)︃












Aqui, os sobrescritos 𝑚 e 𝑛 indicam que as funções são avaliadas nos pontos 𝑥𝑚 e 𝑥𝑛, respecti-
vamente. Assim, dado um ponto fonte 𝑥𝑚, computa-se a influência de todos os pontos 𝑥𝑛 sobre
o contorno, inclusive 𝑥𝑚, nos cálculos de 𝑢𝑚(𝑡) e 𝑡𝑚(𝑡). As Eqs. (3.15) e (3.16) representam um
sistema linear nas variáveis 𝑢𝑚(𝑡) e 𝑡𝑚(𝑡) sobre o contorno, podendo ser reescrito de forma mais
compacta como 𝐻 ·𝑈 = 𝐺 ·𝑇 +𝐵, em que 𝐻 e 𝐺 são matrizes com os coeficientes do sistema,
𝑈 e 𝑇 são vetores contendo os valores desconhecidos de velocidade e tensão, respectivamente,









𝒦𝑚𝑛 · ?̂?𝑛(𝜉, 𝑡) · 𝑁 (𝜉) 𝑑Γ, 𝑛 ∈ [1, 𝑁𝑜];








𝒦𝑚𝑛 · ?̂?𝑛(𝜉, 𝑡) · 𝑁 (𝜉) 𝑑Γ,








𝒥 𝑚𝑛 · 𝑁 (𝜉) 𝑑Γ, 𝑛 ∈ [1, 𝑁𝑜];











𝒥 𝑚𝑛 · 𝜅𝑛(𝜉, 𝑡)?̂?𝑛(𝜉, 𝑡) 𝑑Γ,
𝑛 ∈ [𝑁𝑜 + 1, 𝑁𝑖 + 𝑁𝑜];
(3.19)
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em que 𝑚 é o contador global para varrer todo os nós sobre os contornos Γ𝑖(𝑡) e Γ𝑜, e 𝛿𝑚𝑛 é o
operador Delta de Kronecker (Aris, 1962).
Finalmente, o sistema linear dado pelas Eqs. (3.16) e (3.15) pode ser expresso como
𝑁𝑜+𝑁𝑖∑︁
𝑛=1
𝐻𝑚𝑛(𝑡) · 𝑢(𝑛)(𝑡) =
𝑁𝑜+𝑁𝑖∑︁
𝑛=1




em que 𝑢(𝑛)(𝑡) = 𝑢𝑜(𝑛)(𝑡) e 𝑡(𝑛)(𝑡) = 𝑡𝑜(𝑛)(𝑡) para 𝑛 ∈ [1, 𝑁𝑜] e 𝑢(𝑛)(𝑡) = 𝑢𝑖(𝑛)(𝑡) e 𝑡(𝑛)(𝑡) =
𝑡𝑖(𝑛)(𝑡) para 𝑛 ∈ [𝑁𝑜 +1, 𝑁𝑜 +𝑁𝑖]. Vale notar que os coeficientes de 𝐻 e 𝐵 são funções expĺıcitas
do tempo, enquanto os termos de 𝐺 são constantes. O sistema dado pela Eq. (3.20) é resolvido
para obter os valores desconhecidos de velocidade e tensão sobre os contornos Γ𝑖(𝑡) e Γ𝑜. Os
escoamentos dentro e fora da gota (isto é, os resultados para pontos no interior do domı́nio)
são recuperados simplesmente pela substituição dos valores obtidos para velocidade e tensão
no contorno nas Eqs. (2.39) e (2.40).
3.6 Integração numérica
As entradas das matrizes 𝐻 e 𝐺 e do vetor 𝐵 que definem o sistema linear a ser
resolvido para 𝑢(𝑥, 𝑡) e 𝑡(𝑥, 𝑡) devem ser calculadas de forma local sobre cada elemento de
contorno. Fazendo a correspondência entre as coordenadas global e local para cada elemento








𝒦𝑚𝑛 · ?̂?𝑛(𝜉, 𝑡) · 𝑁 (𝜉)𝐽(𝜉) 𝑑𝜉, 𝑛 ∈ [1, 𝑁𝑜];








𝒦𝑚𝑛 · ?̂?𝑛(𝜉, 𝑡) · 𝑁 (𝜉)𝐽(𝜉) 𝑑𝜉,








𝒥 𝑚𝑛 · 𝑁 (𝜉)𝐽(𝜉) 𝑑𝜉, 𝑛 ∈ [1, 𝑁𝑜];











𝒥 𝑚𝑛 · 𝜅𝑛(𝜉, 𝑡)?̂?𝑛(𝜉, 𝑡)𝐽(𝜉) 𝑑𝜉,
𝑛 ∈ [𝑁𝑜 + 1, 𝑁𝑖 + 𝑁𝑜],
(3.23)
em que 𝑥𝑚 é a coordenada global de um nó no elemento ΔΓ𝑛 e 𝑥𝑛 é obtido localmente pela
expansão em funções de forma, como descrito pela Eq. (3.5).
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Neste trabalho, as integrais regulares são calculadas numericamente utilizando o Método
de Quadratura de Gauss com 8 pontos de interpolação (Stroud & Secrest, 1966). As integrais
de 𝒥 𝑚𝑛 apresentam singularidades fracas do tipo 𝒪(log 𝑟−1) e são tratadas com o Método de
Quadratura Logaŕıtmica de Gauss, também com 10 pontos de interpolação (Telles, 1987). Por
outro lado, as integrais de 𝒦𝑚𝑛 apresentam singularidades fortes do tipo 𝒪(1/𝑟) e são calcula-
das de forma indireta com um procedimento t́ıpico de algoritmos baseados no MEC (Brebbia
& Dominguez, 1992). Para tanto, suponha, sem perda de generalidade, um escoamento em que
a velocidade é igual a unidade em todos os nós do contorno em uma direção e zero na outra.
Consequentemente, a tensão é identicamente nula em todos os nós. Com isso, temos que
𝐻𝑢𝑞 = 0, (3.24)
em que 𝑢𝑞 é um vetor contendo as velocidades unitárias ao longo da direção ?̂?𝑞 e zero na outra.




𝐻𝑖𝑗, 𝑗 ̸= 𝑖, (3.25)
sendo 𝑗 par ou impar. A Eq. (3.25) mostra que o termo singular da diagonal principal de 𝐻 é
igual a soma de todos os outros termos fora da diagonal principal correspondentes ao mesmo
grau de liberdade.
3.7 Condições de contorno
No contexto do MEC, as condições de contorno são impostas aos nós decorrentes da
discretização do contorno. Em cada nó impõe-se uma condição de velocidade ou tensão, mas
nunca as duas. Dada uma condição de contorno em uma dessas variáveis, a outra é obtida pela
















C.C. 2: u(x,t) = 0
C.C. 2: u(x,t) = 0
   C.C. 3:
t(x,t) n = 0.
   C.C. 1:
u(x,t) = f (  )x 2
C.I.: ∆f (x,t)
Figura 7 – Representação esquemática das condições de contorno utilizadas no problema.
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Seguindo a Fig. 7, as condições de contorno são:
1. seção de entrada: condição de velocidade prescrita. Aqui, impõe-se um perfil de velocidade
parabólico do escoamento desenvolvido em um canal de placas paralelas, tal que 𝑢(𝑥, 𝑡) =
𝑓(𝑥2), como descrito pela Eq. (2.6);
2. paredes laterais: condição de não-deslizamento. O fluido adere às paredes do contorno
sólido do canal e impomos 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, já que supostamente o canal permanece em
repouso em relação ao fluido;
3. seção de sáıda: condição de pressão prescrita. Por simplicidade, a pressão de sáıda do
escoamento é supostamente nula, isto é, 𝑝(𝑥, 𝑡) = 𝑡(𝑥, 𝑡) · ?̂? = 0, em que ?̂? = ?̂?1;
4. interface da gota: condição de salto de tensões. Essa é uma condição de interface des-
crita pelo salto de tensões na direção normal seguindo a Lei de Young-Laplace, tal que
Δ𝑓(𝑥, 𝑡) = 2𝜎𝜅(𝑥, 𝑡)?̂?(𝑥, 𝑡).
3.8 Evolução da superf́ıcie da gota
Ainda que a dependência temporal não tenha sido levada em conta explicitamente
nas equações de Stokes para a derivação da representação integral do escoamento, mudanças
na configuração da superf́ıcie da gota devem ser consideradas. De fato, o escoamento em si e a
geometria do canal são responsáveis por alterar continuamente a topologia da gota, que deforma-
se continuamente com a velocidade da interface 𝑢𝑖(𝑥, 𝑡). Sabendo que o tempo caracteŕıstico
de propagação de vorticidade (ou de quantidade de movimento) é muito menor que o tempo
caracteŕıstico de mudanças na configuração da superf́ıcie da gota, a condição limite de quasi-
estacionaridade é satisfeita, conforme discutido na Seção 2.3. Assim, o escoamento é sempre
permanente com relação à configuração instantânea do contorno da gota. Nessa situação, as
mudanças na forma da superf́ıcie podem ser determinadas pela relação cinemática evolutiva
𝑑𝑥0
𝑑𝑡
= 𝑢(𝑥0, 𝑡), (3.26)
em que 𝑥0 ∈ Γ𝑖(𝑡). Essa evolução ocorre em um contexto de variações transientes virtuais ou
quasi-estáticas da posição das part́ıculas na interface e reduz a não linearidade intŕınseca de
um problema de superf́ıcie livre e/ou deformável. Em termos f́ısicos, essa condição significa
que todo o fluido ajusta-se imediatamente às mudanças de localização das part́ıculas sobre a
superf́ıcie da gota devido à rápida difusão de vorticidade pelo meio quando comparada com seu
tempo de relaxação.
Considerando que cada nó sobre a gota pode ser tratado como uma part́ıcula indepen-
dente, o deslocamento de cada uma dessas part́ıculas entre dois instantes de tempo consecutivos
é obtido pelo Método de Euler de primeira ordem expĺıcito.
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3.9 Cálculo da vazão e área da gota
A condição de incompressibilidade e conservação da massa são intŕınsecos aos fluidos
presentes no problema. Com isso, a vazão nas seções de entrada e sáıda do canal devem ser
iguais, bem como, a área da gota (problema 2D) deve ser conservada ao longo de todo o seu
percurso. Em todos os instantes são cuculadas a vazão na sáıda do canal e a área da gota. Esses
dois parâmetros são usados para a verificação da precisão do método.
A vazão na sáıda do canal é calculada por meio de uma integração numérica trapezoidal,
enquanto a vazão na entrada é obtida analiticamente pelo produto da altura do canal pela
velocidade média na seção da entrada (condição de contorno).
Para o cálculo da área de gota, utiliza-se a integral de contorno apresentada na Eq.
(3.27), assim como sugerido por (Wrobel et al., 2009). Essa integração é obtida numericamente





x · n 𝑑𝑆. (3.27)
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4 Validação do método
Esse caṕıtulo tem por finalidade validar o método apresentando e discutindo resulta-
dos obtidos com um código preliminar desenvolvido 1. Esse código possibilita a simulação de
escoamentos em torno de contornos sólidos. Para tanto, consideramos a solução numérica base-
ada no Método dos Elementos de Contorno para três escoamentos permanentes em regimes de
baixos números de Reynolds, a saber: (i) escoamento entre placas planas e paralelas causado
por diferença de pressão; (ii) escoamento em torno de um cilindro; e (iii) escoamento gerado
pela rotação de um cilindro imerso em um fluido inicialmente em repouso. Como critério de
comparação e para fins de validação do código, utiliza-se referências e resultados qualitativos e
quantitativos clássicos dispońıveis na literatura.
4.1 Escoamento entre placas paralelas
O perfil de velocidade de um escoamento entre placas planas e paralelas causado por
diferença de pressão é apresentado de forma qualitativa no diagrama da Fig. 8 a seguir. O perfil
de entrada é imposto como uma condição de contorno. Nesse caso, utiliza-se o perfil parabólico
proposto por Poiseuille para esse caso, como descreve a Eq. (2.6). Os parâmetros adotados foram
𝑈 = 10−4 m/s para velocidade média, 𝜇 = 10−3 Pa×s para viscosidade do fluido e 𝐻 = 100
𝜇m e 𝐿 = 300 𝜇m para a altura de entrada e comprimento do canal, respectivamente. Como
pode ser observado, o resultado numérico mostra-se bastante coerente. O perfil de velocidade
permanece praticamente constante e igual ao inicial, mantendo-se desenvolvido e com formato
parabólico ao longo de todo o escoamento.
Uma análise quantitativa desse resultado pode ser obtida verificando-se a validade
do prinćıpio de conservação da massa no escoamento. Sendo o fluido incompresśıvel, a vazão
volumétrica do escoamento deve ser conservada ao longo do escoamento. Em outras palavras,
o perfil de velocidade imposto como condição de contorno de entrada deve ser recuperado de
forma idêntica em todas as seções entre as placas, especialmente na sáıda do canal. Assim, para
𝑈 = 10−4 m/s e 𝐻 = 100 𝜇m, a vazão por unidade de largura do canal, 𝑄 = 10−8 m2/s, deve
ser mantida constante. Nesse sentido, integra-se numericamente a componente horizontal do
vetor velocidade (isto é, na direção ?̂?1) ao longo da seção de sáıda. A Fig. 9 a seguir mostra os
resultados obtidos tanto para o desvio relativo associado ao cálculo da vazão na seção de sáıda,
𝜀, quanto para o tempo de execução das simulações, 𝑡𝑐, ambos em função do refinamento da
malha, dado pela quantidade 𝑁𝑠 de elementos por segmento do contorno.
1 Trata-se de um homemade code baseado no MEC escrito em linguagem MATLAB R○.
















Figura 8 – Perfil de velocidade ao longo do escoamento entre placas planas e paralelas causado









































Figura 9 – Resultados para o escoamento entre placas planas e paralelas causado por gradiente
de pressão. Em (a), o desvio cometido no cálculo da vazão na seção de sáıda em
função do refinamento da malha; em (b), o custo computacional das simulações em
função do refinamento da malha.
De acordo com a Fig. 9(a), o desvio entre os resultados numérico e previsto cai de forma
praticamente exponencial à medida que a malha é refinada (o coeficiente de correlação da
curva de ajuste é 𝑅2 ≈ 1). Quando 𝑁𝑠 = 40 é o número de elementos em cada lado do canal
(fazendo com que a malha contenha 160 elementos no total), por exemplo, esse desvio é inferior
a 0,075%. É notável que o limite em que 𝑁𝑠 → ∞ (ou 𝑁−1𝑠 → 0), temos que 𝜀 → 0, mostrando
que o programa recupera bem o resultado das previsões teóricas quando a malha é refinada de
forma consistente. Além disso, aumentar a quantidade de elementos a partir de determinado
valor causa um impacto muito maior no custo computacional das simulações do que na precisão
de seus resultados. De fato, a Fig. 9(b) mostra que o tempo de execução do programa aumenta
de forma praticamente quadrática com a quantidade de elementos na malha.
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Outro resultado quantitativo importante consiste em verificar a queda de pressão no
escoamento. Sob as condições assumidas até aqui, −𝜕𝑃/𝜕𝑥1 = 𝐺 e 𝜕𝑃/𝜕𝑥2 = 0, em que
𝐺 = 12𝜇𝑄/𝐻3 é o negativo do gradiente de pressão na direção ?̂?1, supostamente constante.
Isto é, a pressão permanece constante ao longo de cada seção entre as placas, variando de forma
linear desde 𝑃0, na seção de entrada, até 𝑃𝐿, na seção de sáıda. Como condição de contorno,
impõe-se 𝑃𝐿 = 0, de maneira que o resultado para 𝑃0 > 0 deve ser recuperado pelo programa.
O acesso ao campo de pressão pelo MEC é obtido simplesmente tomando a componente normal
do vetor tensão em cada ponto. A Fig. 10 a seguir traz os resultados obtidos para o campo
de pressão utilizando uma malha com 𝑁𝑠 = 40 elementos em cada lado do canal. A Fig. 10(a)
mostra a pressão 𝑃 ao longo de cada seção 𝑥1 ∈ [0, 𝐿] entre as placas. Adicionalmente, a Fig.
10(b) apresenta um mapa de cores para a pressão no domı́nio do escoamento. Nesse caso, a
pressão é maior nas regiões de cores mais quentes (tons de vermelho), e menor nas regiões de






























Figura 10 – Resultados para o campo de pressão no escoamento entre placas planas e paralelas
causado por gradiente de pressão. Em (a), queda de pressão desde a seção de
entrada até a seção de sáıda; em (b), mapa de cor do campo de pressão.
Seguindo a Fig. 10(a), o programa recupera de forma consistente a queda linear de
pressão entre as seções de entrada e sáıda prevista pela solução anaĺıtica de Hagen-Poiseuilli
(note que o coeficiente de correlação da reta de ajuste é 𝑅2 ≈ 1). A queda de pressão também
é bem representada pelo mapa de cor da Fig. 10(b). É notável que os maiores desvios entre
as soluções numérica e anaĺıtica ocorrem nas proximidades da seção de entrada no canal, de-
crescendo à medida que o escoamento avança na direção ?̂?1. Atribúımos esse fato à imposição
de condições de contorno de velocidade prescrita distintas nas proximidades dessa região (na
seção de entrada e nas paredes laterais). Ainda assim, avalia-se o coeficiente linear da reta de
ajuste para obter um erro da ordem 2,5% cometido no cálculo da pressão na seção de entrada.
Por outro lado, o desvio no cálculo do gradiente de pressão é obtido pela inclinação das curvas,
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sendo de aproximadamente 2,0%. Esses resultados confirmam, mais uma vez, a validade dos
resultados numéricos gerados pelo programa.
4.2 Escoamento em torno de um cilindro
Avaliemos então o escoamento bidimensional em torno de um cilindro. O campo de
velocidade e o mapa de cor do campo de pressão são mostrados na Fig. 11 a seguir. No caso da
Fig. 11(a), a condição de entrada é dada por um perfil uniforme de velocidade. Na Fig. 11(b),
por sua vez, a pressão é maior nas regiões de cores quentes, caindo nas regiões de cores mais


















Figura 11 – Resultados para o escoamento em torno de um cilindro. Em (a), o campo de velo-
cidade; em (b), o mapa de cor do campo de pressão.
Baseando-se na Fig. 11(a), nota-se que a presença do cilindro influencia de forma
significativa o campo de velocidade do escoamento. O fluido contorna o cilindro localizado no
centro do domı́nio, tornando o escoamento simétrico em relação aos eixos paralelos às direções ?̂?1
e ?̂?2 passando pelo seu centro. A condição de não-deslizamento faz com que a velocidade diminua
consideravelmente nas proximidades do cilindro, sendo exatamente zero sobre sua superf́ıcie. Por
outro lado, a velocidade retoma o valor do perfil uniforme imposto como condição de contorno
na entrada em regiões distantes do cilindro. Essa constatação evidencia os altos gradientes de
velocidade nas proximidades corpo, embora não represente a formação de uma camada limite
hidrodinâmica, já que o escoamento é livre de inércia (Schlichting, 1979). Mais que isso, pela
Fig. 11(b) verifica-se a presença de um ponto de estagnação à montante do cilindro, onde a
velocidade é zero e a pressão é máxima. A pressão na região à jusante do cilindro, por sua vez,
é mais baixa. A simetria do escoamento em torno do cilindro, os altos gradientes de velocidade
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na região próxima à sua superf́ıcie e as regiões de máxima e mı́nima pressão à montante e à
jusante do corpo são fenômenos clássicos recuperados pelo código, servindo como critério de
validação do programa.
4.3 Escoamento gerado pela rotação de um cilindro
Por fim, consideremos o escoamento gerado por um cilindro girando em um meio fluido
inicialmente em repouso. O cilindro gira com velocidade angular 𝜔 constante no sentido horário
(𝜔 = −𝜔?̂?3) e tanto o cilindro quanto o domı́nio possuem as mesmas dimensões utilizadas no

















Figura 12 – Campo de velocidade do escoamento gerado por um cilindro girando em um fluido
em repouso.
O perfil do campo de velocidade mostrado na Fig. 12 evidencia a existência de vortici-
dade nesse escoamento. Esse fenômeno é recuperado pelo programa pela correta imposição da
condição de não-deslizamento em todos os contornos, representando um fenômeno f́ısico bem
conhecido. Por um lado, o fluido próximo ao cilindro acompanha seu movimento de rotação
(exatamente sobre a superf́ıcie do cilindro, o fluido gira solidário à ele); por outro, em regiões
mais distantes, o fluido não percebe a presença do corpo com tanta intensidade, permanecendo
praticamente em repouso. Esse resultado é sustentado analisando-se a equação da vorticidade2.
2 A equação da vorticidade é obtida tomando-se o rotacional da equação de momento.
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Para um escoamento de Stokes permanente e bidimensional, temos que 𝜈∇2𝜉 = 0, em que a
viscosidade cinemática do fluido 𝜈 = 𝜇/𝜌 atua como um coeficiente de difusão de vorticidade.
Assim sendo, a vorticidade é difundida pelo meio por ação da viscosidade, diminuindo à me-
dida que nos afastamos do cilindro por uma ação dissipativa também causada pela viscosidade
(Batchelor, 1967). Essa análise ratifica, mais uma vez, a validade do código desenvolvido.
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5 Resultados e discussões
Este caṕıtulo apresenta os resultados obtidos no presente projeto, incluindo discussões
e comentários a eles relacionados. O código numérico desenvolvido para a geração destes re-
sultados foi adaptado a partir do código utilizado na validação do Método dos Elementos de
Contorno (Capitulo 4)1. De forma simplificada, essa adaptação consistiu em incluir o termo
relativo ao salto de tensões na interface dos fluidos (superf́ıcie da gota) nas equações integrais
de contorno, e implementar o método de evolução temporal da superf́ıcie da gota. Mais espe-
cificamente, os resultados aqui apresentado estão divididos em: (i) descrição da geometria e
parâmetros utilizados nas simulações; (ii) erro/estabilidade numérica do método em função do
refinamento da malha; (iii) erro/estabilidade numérica do método em função do tamanho do
passo de tempo utilizado na discretização temporal; (iv) influência do número de Capilaridade
no escoamento da gota; (v) influência da razão de viscosidades entre os fluidos no escoamento
da gota; e (vi) influência do tamanho relativo da gota no escoamento.
5.1 Geometria do problema
Em todas as simulações realizadas, utilizou-se a mesma geometria para o canal e para
a gota. Um esquema da geometria do problema é apresentada na Fig. 13 a seguir. Os resultados
são tratados de forma adimensional, de modo que todos os comprimentos são definidos em
função da altura de entrada do canal, 𝐻 = 1, e 𝑈 = 1 para velocidade média para nessa seção.
Note que o contorno do canal é composto por oito segmentos (segmentos 1 a 8; linhas retas),
enquanto o contorno da gota, por apenas dois (segmentos 9 e 10; arcos de ćırculo). No ińıcio

















(2.5H, 0.75H)(0.4H, 0.5H +R)
(0.4H, 0.5H −R)
Figura 13 – Esquema da geometria do problema, explicitando os 10 segmentos que definem o
contorno do canal e da gota.
1 Manteve-se o código escrito em MATLAB R○.
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5.2 Testes de convergência da malha
Em geral, os resultados obtidos por métodos numéricos usuais (MEC, MEF, MDF)
são mais precisos à medida que a discretização da malha é incrementada. Em contra par-
tida, aumentar o refinamento da malha implica um maior custo computacional exigido nas
simulações. Sendo assim, a definição da malha utilizada na discretização do problema é um
assunto de grande importância, sendo necessário realizar um estudo de convergência de malha
para determinar a melhor relação entre os resultados numéricos obtidos e o custo computacional
necessário.
A discretização espacial do contorno foi calculada mantendo-se a proporção entre a
quantidade de elementos em cada segmento. Nesse sentido, seja 𝑁𝑒 uma determinada quanti-
dade de elementos. Os segmentos 2, 4 e 6 são discretizados com 𝑁𝑒 elementos; os segmentos 1,
7 e 8, com 2𝑁𝑒 elementos; e os segmentos 3, 5, 9 e 10, com 3𝑁𝑒 elementos. A convergência dos
resultados em relação ao refinamento da malha foi analisada considerando-se o erro numérico
cometido no cálculo da vazão do escoamento na sáıda do canal em relação ao imposto na
entrada, o erro numérico cometido no cálculo da área da gota em relação a área inicial, e a
convergência da pressão de bombeamento imposta ao escoamento para diferentes valores de
𝑁𝑒. Os resultados obtidos são apresentados nas Figuras 14, 15 e 16, em que a posição ao longo
do canal é dada pela coordenada 𝑥1 do ponto mais à direita da gota dividida pelo comprimento

























Figura 14 – Erro numérico cometido no cálculo da vazão em função do refinamento da malha.






































0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1
ΔP





Figura 16 – Pressão de bombeamento no escoamento em função do refinamento da malha.
O gráfico da Fig. 14 mostra que o erro numérico cometido no cálculo da vazão diminui
consideravelmente à medida que o refinamento da malha aumenta. Para 𝑁𝑒 = 3, o erro é da
ordem de 7,0%, caindo para aproximadamente 1,0% quando 𝑁𝑒 = 9. Em todos os casos o erro
permanece constante ao longo da coordenada espacial 𝑥1, embora apresente pequenas oscilações
no caso de menor refinamento (provavelmente por conta de instabilidades numéricas). O gráfico
da Fig. 15, por sua vez, mostra que o erro numérico cometido no cálculo da área da gota é
praticamente invariante ao refinamento da malha. Esse resultado é sustentado pelo fato de os
erros cometidos no cálculo da área da gota estarem associados ao seu formato instantâneo,
Caṕıtulo 5. Resultados e discussões 46
o qual, por sua vez, depende essencialmente do passo de tempo utilizado na discretização
temporal. Uma vez que o passo de tempo empregado foi o mesmo em todos os casos, a área da
gota varia de forma muito sútil com o refinamento da malha. As curvas obtidas para diferentes
refinamentos são virtualmente as mesmas, e o erro máximo, nesse caso, é da ordem 0,4 % e
ocorre em 𝑥1 = 0, 4, aproximadamente. Finalmente, as curvas de pressão apresentadas na Fig.
16 mostram que a pressão no escoamento depende do refinamento da malha. Todavia, note que
todas as curvas tendem a colapsar em uma única curva à medida que o refinamento da malha
aumenta. Em termos do tempo exigido nas simulações para cada passo, verificou-se que ele
varia de 2, 2 segundos para 𝑁𝑒 = 3 para 28, 5 segundos para 𝑁𝑒 = 9.2
Com base nessa análise, e considerando o balanço entre os erros numéricos cometidos
em cada caso e o tempo despendido em cada simulação, todos os resultados apresentados a
seguir foram obtidos com malhas em que 𝑁𝑒 = 7, a qual tem um custo médio de 11,4 segundos
por passo.
5.3 Estabilidade do método em relação ao passo de tempo
O problema de uma gota escoando em regime de Stokes é quasi-estacionário, não
dependendo explicitamente do tempo. De fato, as equações integrais obtidas para descrever os
campos de velocidade e tensão são permanentes. Sendo assim, dada uma forma de gota, o MEC
determina numericamente os campos desconhecidos em cada nó da discretização espacial. A
dependência temporal fica impĺıcita no problema, sendo relevante para evolução da forma da
gota entre instantes consecutivos do escoamento, que é dada pela equação cinemática evolutiva
𝑑𝑥0/𝑑𝑡 = 𝑢(𝑥0, 𝑡) (ver Seção 3.8). Aqui, a marcha temporal foi realizada com um Método de
Euler expĺıcito de primeira ordem.
O efeito do tamanho do passo de tempo Δ𝑡 utilizado na discretização temporal em
termos de erros numéricos e estabilidade do método também foi estudado. Assim como no caso
do estudo de convergência de malha em termos da discretização espacial, os resultados foram
analisados considerando o erro numérico cometido no cálculo da vazão, o erro numérico cometido
no cálculo da área da gota, e as curvas de pressão ao longo do escoamento para diferentes
passos de tempo. Esses resultados são mostrados nas Figs. 17, 18 e 19, respectivamente. Nessas
simulações, 𝐶𝑎 = 0, 25, 𝜆 = 10, 𝑎 = 0, 55 e 𝑁𝑒 = 7.
O gráfico da Fig. 17 mostra que o cálculo da vazão é pouco senśıvel ao refinamento
temporal do método numérico empregado. De fato, esse cálculo depende apenas da discretização
espacial da malha, conforme discutido anteriormente. Em todos os casos, o erro numérico co-
metido nas simulações manteve-se na faixa entre 1,4% e 1,6%. Mais ainda, as curvas obtidas
tendem a colapsar à medida que o refinamento é aumentado. Por outro lado, o cálculo da área
2 Os tempos exigidos nas simulações podem ser consideravelmente baixados utilizando técnicas de otimização
e reescrevendo o código em outra linguagem de programação mais rápida.
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da gota é bastante afetado pela discretização utilizada na marcha temporal de evolução da
forma da gota, diminuindo consideravelmente com o refinamento, como mostra a Fig. 18. Para
Δ𝑡 = 0, 1, o erro máximo é da ordem de 4,75%, caindo para cerca de 0,25% quando Δ𝑡 = 0, 005.
À medida que o passo de tempo diminui, todos os resultados tendem à uma mesma curva, in-
dicando a convergência do método. Finalmente, o comportamento da pressão no escoamento
também é pouco afetado pelo passo de tempo utilizado na solução, como indicado no gráfico
da Fig. 19. Mais uma vez, as curvas tendem a se sobrepor à medida que o passo de tempo é re-
finado, indicando a convergência do método. Considerando essas análises, optou-se por utilizar

















































Figura 18 – Erro numérico cometido no cálculo da área da gota em função do passo de tempo.
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Figura 19 – Pressão de bombeamento no escoamento em função do passo de tempo.
5.4 Efeito do número de capilaridade
O número de capilaridade é um parâmetro central no estudo da mecânica e reologia
de emulsões, sendo definido como a razão entre as forças viscosas e as forças interfaciais com
origem na tensão interfacial entre os fluidos. Aqui, ele é definido como 𝐶𝑎 = 𝜇𝑈/𝜎. A ação da
tensão interfacial atua no sentido de fazer com que, dado um volume, a superf́ıcie da gota ocupe
a menor área posśıvel (formato esférico). No escoamento no canal convergente, a mudança de
geometria dada pela constrição induz deformações superficiais na gota pelo caráter extensional
do escoamento nessa região. Por outro lado, as forças capilares tendem à restaurar sua forma
esférica original. A resposta imediata à esse balanço de forças é dado por um aumento na pressão
de bombeamento do escoamento, forçando a passagem da gota pela constrição a fim de manter
a vazão do escoamento constante. Do ponto de vista prático associado à injeção de emulsões
em métodos de recuperação avançada de óleo residual em poços produtores, esse incremento
de pressão é capaz de bombear o óleo aprisionado em gânglios de poros vizinhos, aumentando
a produtividade do poço e justificando a utilização de tais métodos.
Dessa maneira, fica evidente a importância do número de capilaridade no escoamento
da gota através do canal convergente. Nesse sentido, as Figs. 20 a 28 trazem fotos da gota
escoando pelo canal convergente em diferentes posições e para diferentes combinações de razão
de viscosidade e número de capilaridade. Os valores aqui explorados foram 𝜆 = 30, 𝜆 = 20 e
𝜆 = 10, e 𝐶𝑎 = 1, 𝐶𝑎 = 0, 25 e 𝐶𝑎 = 0, 0625. Em todas as simulações, utilizou-se 𝑎 = 0, 55
para o diâmetro inicial da gota.
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Figura 20 – Fotos da gota escoando pelo canal em 5 diferentes momentos, para 𝐶𝑎 = 1 e 𝜆 = 30.













































Figura 21 – Fotos da gota escoando pelo canal em 5 diferentes momentos, para 𝐶𝑎 = 0, 25 e
𝜆 = 30.













































Figura 22 – Fotos da gota escoando pelo canal em 5 diferentes momentos, para 𝐶𝑎 = 0, 0625 e
𝜆 = 30.
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Figura 23 – Fotos da gota escoando pelo canal em 5 diferentes momentos, para 𝐶𝑎 = 1 e 𝜆 = 20.













































Figura 24 – Fotos da gota escoando pelo canal em 5 diferentes momentos, para 𝐶𝑎 = 0, 25 e
𝜆 = 20.













































Figura 25 – Fotos da gota escoando pelo canal em 5 diferentes momentos, para 𝐶𝑎 = 0, 0625 e
𝜆 = 20.
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Figura 26 – Fotos da gota escoando pelo canal em 5 diferentes momentos, para 𝐶𝑎 = 1 e 𝜆 = 10.













































Figura 27 – Fotos da gota escoando pelo canal em 5 diferentes momentos, para 𝐶𝑎 = 0, 25 e
𝜆 = 10.













































Figura 28 – Fotos da gota escoando pelo canal em 5 diferentes momentos, para 𝐶𝑎 = 0, 0625 e
𝜆 = 10.
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A partir das imagens apresentadas nas Figs. de 20 a 28, nota-se que menores números
de capilaridade resultam em gotas com formatos mais suaves (ou mais arredondadas). Forças
capilares empurram a superf́ıcie da gota na direção normal e em sentindo ao seu centro de
curvatura, e quanto maior a curvatura e menor o número de capilaridade, mais intensa é essa
força (de acordo com a equação de Young-Laplace para o salto de tensões na interface). Esse
mecanismo é o responsável pelo formato da gota. Na Fig. 28 vemos que a gota adquiriu uma
forma não esperada, indicando uma instabilidade em algum momento da simulação. Essa ins-
tabilidade pode ter ocorrido pro três diferentes motivos (ou ainda uma cominação entre eles).
A existência de uma curvatura muito acentuada em determinada posição da superf́ıcie da gota
gerou uma alta tensão na interface, resultando em uma velocidade que o passo de tempo uti-
lizado não foi suficiente para acompanhar as deformações da gota de modo suave entre dois
instances consecutivos. Por outro lado, descontinuidades na superf́ıcie da gota, como apresen-
tadas na Fig. 29, podem acarretar em erros no cálculo da curvatura. Curvaturas com o centro
no exterior da gota não foram previstos nas formulações, podendo ser a causa de instabilidades.
A primeira e a segunda causas mencionadas podem ser corrigidas refinando o passo de tempo
e discretizando ainda mais o contorno da gota, respectivamente. A terceira causa de instabi-
lidade exige a implementação de um método para reconhecimento de superf́ıcies côncavas ou
convexas. Existem ainda técnicas para controlar a simulação de modo a evitar instabilidades
devido ao passo de tempo. A técnica utilizada por Yan et al. (2006) consiste em calcular o
passo de tempo para cada iteração a partir de um deslocamento máximo permitido aos nós.
Outros autores preferem calcular o passo de tempo em função do tempo caracteŕıstico de re-
laxação da gota Oliveira (2007). Ainda não foi encontrado na literatura métodos para amenizar
as descontinuidades apresentadas na superf́ıcie da gota quando elementos de segunda ordem
são utilizados. Há expectativas de que o uso de elementos do tipo isogeométricos evitem essas
descontinuidades.








Figura 29 – Descontinuidades na superf́ıcie da gota após altas deformações para 𝐶𝑎 = 0, 25 e
𝜆 = 10.
À medida em que a gota deforma-se, os elementos sobre a interface deixam ser igual-
mente espaçados. Mais ainda, os elementos tendem a concentrar-se na parte da frente e de
trás da gota. Essa diferença no espaçamento não é um fator preocupante para a estabilidade
e precisão do método, já que os elementos concentram-se nas regiões de maiores curvaturas
(aparentemente mais cŕıticas para o colapso da simulação). Contudo, Wrobel et al. (2009) apre-
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senta um método de realocação dos nós para cada passo de tempo, tendendo a manter os
nós igualmente espaçados durante a simulação. Porém, não há resultados indicando um ganho























Figura 30 – Pressão de bombeamento no escoamento em função do número de capilaridade


















Figura 31 – Pressão de bombeamento no escoamento em função do número de capilaridade
para 𝜆 = 20.
Os gráficos das Figs. 30 a 33 mostram a influência do número de capilaridade sobre
a pressão de bombeamento do escoamento 3. As curvas mostradas nessas figuras apresentam
um comportamento muito semelhante, tornando ńıtida a grande influência do número de ca-
pilaridade na pressão de bombeamento durante o escoamento. Fica claro também o aumento
de pressão necessário para que a gota deforme e atravesse o canal (intervalo de 𝑥1 = 0, 4 a
𝑥1 = 0, 6). Uma vez que a gota entra no canal, a pressão de bombeamento flutua em torno
da atingida na região da constrição. O ponto relativo 𝑥1 = 0, 59 foi adotado como referência
para uma análise mais espećıfica da influência do número de capilaridade no comportamento da
pressão. Para diferentes valores da razão de viscosidade, essa relação é apresentada nos gráficos
das Fig. 33. Analisando esse gráfico, verificamos uma relação praticamente linear entre o inverso
do número de capilaridade, 𝐶𝑎−1, e a diferença de pressão imposta, Δ𝑃/𝑃 *. Pelas equações
das restas de regressão, quanto menor a razão de viscosidade, maior é a influência das forças
capilares na diferença de pressão.
3 𝑃 * é diferença de pressão obtida para o escoamento na ausência da gota, em que 𝑃 * = 149.












Posição da gota em relação ao canal
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Figura 32 – Pressão de bombeamento no escoamento para 𝜆 = 30 e diferentes números de
capilaridade.
y = 0.0051x + 1.3504
R² = 0.9444
y = 0.0075x + 1.2511
R² = 0.9993




























Figura 33 – Pressão de bombeamento em 𝑥1 = 0, 59 em função de 𝐶𝑎−1 para diferentes razões
de viscosidade.
5.5 Efeitos da razão de viscosidade
Agora, consideremos a análise dos efeitos da razão entre as viscosidades das fases no
escoamento da gota através do canal convergente. A Fig. 34 mostra o formato da gota em
𝑥1 = 0, 59 para diferentes valores da razão de viscosidade em um escoamento com 𝐶𝑎 = 0, 25.
Em seguida, a 35 mostra o comportamento da pressão ao longo do escoamento, também em
função de 𝜆 para 𝐶𝑎 = 0, 25. Finalmente, a Fig. 36 mostra o comportamento da pressão em
𝑥1 = 0, 59 considerando o mesmo caso.
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Figura 34 – Formatos da gota em um mesmo instante. Da esquerda para direita, 𝜆 = 10, 15,
20, 30 e 40 respectivamente.
Observando a Fig. 34, nota-se que as gotas com maiores viscosidades apresentam me-
nores deformações. De fato, quanto maior a viscosidade da fase dispersa em relação à cont́ınua,
maior é sua resistência a sofrer deformações, e, portanto, maior a tendência em manter-se no
formato esférico original. Chama a atenção que, enquanto as forças capilares tendem a manter
a gota no formato esférico em função da deformação de sua superf́ıcie, a razão de viscosidade






















Figura 35 – Pressão de bombeamento em função de 𝜆, para 𝐶𝑎 = 0, 25.
O gráfico apresentado na Fig. 35 mostra com clareza a grande influência da razão de
viscosidades sobre as curvas de Δ𝑃/𝑃 *. Maiores valores para 𝜆 resultam no alcance de maiores
pressões de bombeamento. O gráfico da Fig. 36 apresenta os valores de Δ𝑃/𝑃 * obtidos na
posição 𝑥1 = 0, 59 para os diferentes valores para 𝜆, apresentando de forma mais clara a relação
entre estas grandezas.
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Figura 36 – Pressão de bombeamento para a posição da gota em aproximadamente 0,59 em
função de 𝜆, para 𝐶𝑎 = 0, 25.
5.6 Efeito do diâmetro inicial da gota
Finalmente, consideremos a análise do efeito do diâmetro inicial da gota, 𝑎, no escoa-
mento. As Figs. 37 a 41 mostram a passagem de gotas com diferentes diâmetros iniciais pelo
canal. Em todos os casos, 𝜆 = 10 e 𝐶𝑎 = 0, 25. Note que as deformações aumentam à medida
que o diâmetro inicial da gota aumenta, ratificando o grande caráter extensional do escoamento
nas proximidades da constrição. A consequência desse comportamento é o aumento da pressão
de bombeamento no escoamento, como mostra a Fig. 42. Por fim, a Fig. 43 mostra a pressão
máxima obtida no escoamento em função do tamanho inicial da gota.













































Figura 37 – Formas apresentadas pela gota em diferentes momentos para 𝑎 = 0, 70, utilizando
𝐶𝑎 = 0, 25 e 𝜆 = 10.
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Figura 38 – Formas apresentadas pela gota em diferentes momentos para 𝑎 = 0, 60, utilizando
𝐶𝑎 = 0, 25 e 𝜆 = 10.













































Figura 39 – Formas apresentadas pela gota em diferentes momentos para 𝑎 = 0, 50, utilizando
𝐶𝑎 = 0, 25 e 𝜆 = 10.













































Figura 40 – Formas apresentadas pela gota em diferentes momentos para 𝑎 = 0, 40, utilizando
𝐶𝑎 = 0, 25 e 𝜆 = 10.
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Figura 41 – Formas apresentadas pela gota em diferentes momentos para 𝑎 = 0, 30, utilizando





















Figura 42 – Pressão de bombeamento em função da posição relativa a gota dentro do canal,
utilizando 𝐶𝑎 = 0, 25 e 𝜆 = 10 para diferentes tamanhos de raio inicial da gota.
O gráfico da Fig. 42 confirma o aumento na pressão de bombeamento com o aumento
do tamanho inicial das gotas. Esse fenômeno é consequência direta da taxa de deformação
das gotas ao passarem pela constrição, que aumenta com o tamanho das gotas. Na Fig. 41 o
ultimo momento exposto para esse tamanho de gota, apresenta um ińıcio de instabilidade em
sua geometria, enquanto para gotas maiores isto não ocorre. Pequenos raios indicam maiores
curvaturas e, como discutido anteriormente, este é um dos parâmetros que gera maiores pro-
blemas no método. Por fim, o gráfico da Fig. 43 mostra que a pressão máxima no escoamento
segue uma relação aproximadamente quadrática com o diâmetro inicial das gotas.
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Diâmetro inicial da gota
Figura 43 – Pressão de bombeamento máxima obtida em função do raio da gota, para 𝐶𝑎 =
0, 25 e 𝜆 = 10.
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6 Conclusões e trabalhos futuros
6.1 Conclusões preliminares
O presente trabalho abordou o escoamento de emulsões em meios porosos motivando-
se pelo processo de recuperação avançada de óleo residual em poços produtores. Do ponto de
vista prático, o escoamento de uma emulsão requer maior gradiente de pressão em relação ao
escoamento de um fluido Newtoniano para que a vazão seja mantida constante. Esse aumento
da pressão de bombeamento é capaz de recuperar óleo aprisionado em gânglios de poros vizi-
nhos, justificando a aplicação desse tipo de procedimento na indústria petroĺıfera. O modelo
utilizado considera o escoamento de uma gota plana de fluido Newtoniano dispersa em outro
fluido Newtoniano imisćıvel. Ambos os fluidos escoam através de um canal convergente cuja
constrição representa o meio poroso. Como as dimensões da gota e do meio poroso são da mesma
de ordem de grandeza, não é posśıvel tratar a emulsão como um meio cont́ınuo equivalente,
sendo necessário realizar uma análise do escoamento na microescala visto como bifásico. Toda
formulação matemática e metodologia numérica para solução do problema utilizando o Método
dos Elementos de Contorno foi desenvolvida. A metodologia numérica foi validada a partir de
casos clássicos dispońıveis na literatura.
A formulação matemática completa do modelo é apresentada e discutida em detalhes.
Partindo-se das equações de balanço da mecânica do cont́ınuo clássica, uma análise adimensi-
onal baseada em escalas caracteŕısticas do problema é utilizada para concluir que a inércia é
despreźıvel no escoamento. Sendo assim, o escoamento é governado pelas equações de Stokes.
Lançando mão do Teorema da Reciprocidade de Lorentz e da solução fundamental do escoa-
mento gerado por um ponto de força, obtém-se uma representação integral para o campo de
velocidade no escoamento. Mesmo em um problema bidimensional, essa representação considera
apenas integrais de linha sobre o contorno, sendo o ponto de partida para implementação do
Método dos Elementos de Contorno. Uma análise do escoamento visto como bifásico é realizada
para obter uma representação integral que relaciona os campos de velocidade e tensão entre
os fluidos. Uma condição dinâmica de salto de tensões na interface que define a superf́ıcie da
gota é utilizada para compactuar a formulação integral em um sistema de equações para os
campos de velocidade e tensão sobre a superf́ıcie da gota e sobre o contorno externo do canal.
Finalmente, esse sistema é adimensionalizado com base em escalas caracteŕısticas do problema,
identificando-se parâmetros t́ıpicos nesse tipo de abordagem, como o número de capilaridade
da gota e a relação entre o diâmetro inicial da part́ıcula e a altura do canal.
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A metodologia numérica para solução do problema utilizando o Método dos Elementos
de Contorno também foi desenvolvida. Procedimentos básicos do método, tais como a geração
da malha e uma análise elementar são discutidos em detalhes. Aqui, utilizamos elementos
quadráticos cont́ınuos, o que requer o uso de funções de forma dadas por polinômios interpola-
dores de segundo grau. O cálculo de elementos geométricos dos contornos, tais como curvatura
local e vetor normal também são discutidos do ponto de vista elementar. Então, o sistema de
equações integrais para os campos de velocidade e tensão no contorno é discretizado, sendo
reescrito em termos de integrais sobre cada elemento de contorno. As técnicas utilizadas nas
integrações numéricas, tratamento das singularidades e na solução do sistema linear resultante
também são abordadas. Por fim, destaca-se a implementação das condições de contorno, que
são impostas naturalmente na formulação, e o procedimento de evolução dos pontos de controle
sobre a superf́ıcie da gota.
O código numérico desenvolvido foi testado e validado a partir de resultados bem co-
nhecidos na literatura de mecânica dos fluidos. Primeiramente, aborda-se o escoamento entre
placas planas e paralelas causado por gradiente de pressão. Nesse caso, o programa recupera
bem diversos resultados qualitativos e quantitativos. O perfil de velocidade parabólico e desen-
volvido imposto na entrada do canal é mantido praticamente constante ao longo do escoamento,
por exemplo. Fenômenos clássicos como a conservação da massa a queda linear de pressão no es-
coamento também são bem representados em termos quantitativos. Do ponto de vista numérico,
mostra-se que os desvios cometidos nesses cálculos podem ser contidos pelo refinamento ade-
quado da malha. O escoamento em torno de um cilindro também é explorado, e os resultados
são apresentados para os campos de velocidade e pressão. Impondo-se um perfil de velocidade
uniforme em todo contorno externo e a condição de não-deslizamento sobre a superf́ıcie do
cilindro, verifica-se os altos gradientes de velocidade nas suas proximidades. Além disso, os
resultados representam de forma coerente a posição dos pontos de máxima e mı́nima pressão
(ou mı́nima e máxima velocidade). Por fim, o escoamento gerado por um cilindro girando em
um meio fluido inicialmente em repouso também foi avaliado. Nesse caso, é claro o movimento
de rotação das linhas de corrente, evidenciando a existência de vorticidade no escoamento.
Verifica-se ainda que a vorticidade é muito intensa nas proximidades corpo, sendo difundida
pelo meio e caindo à medida que nos afastamos do cilindro por efeito da viscosidade do fluido.
Uma vez validado o método, deu-se continuidade no desenvolvimento do código para
inclusão da gota ao escoamento implementado as soluções fundamentais adimensionais sobre o
contorno da gota e o método de evolução de sua superf́ıcie. Foi definida uma geometria padrão
ao canal para que as simulações fossem realizadas. Afim de maior controle sobre os resultados,
foi feito um estudo de convergência e erro do método em função da discretização do contorno e
refinamento do passo de tempo de evolução da gota, tomando como base o erro associado à vazão
no escoamento, e o erro cometido no cálculo da área da gota. Constatou-se que o refinamento da
malha gera uma grande diminuição no erro da vazão, mas é quase indiferente ao erro da área. Por
outro lado, no refinamento do passo de tempo ocorre exatamente o oposto. Esses dois estudos
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levaram a escolha de um fator de concentração de elementos 𝑁𝑒 = 7, o qual apresenta erros
por volta de 1, 5% na vazão, e um passo de tempo Δ𝑡 = 0, 01 - gerando erros na área menores
que 0, 5%. Definidos esses dois parâmetros para a realização das simulações, foram estudadas
as influências do número de capilaridade, razão de viscosidade e diâmetro da gota sobre o
escoamento da mesma ao longo do canal. Com relação aos formatos apresentados plea gota,
menores números de capilaridade tendem a fazer com que a gota mantenha-se na forma esférica
origina. Maiores razões de viscosidade geram uma resistência maior à deformação, resultando em
gotas menos deformadas. O tamanho da gota também tem relação estreita com o seu formato, já
que maiores diâmetros implicam em maiores deformações superficiais ao passar pela constrição.
A pressão de bombeamento aumenta com pequenos números de capilaridade, grandes razões
de viscosidades e grandes diâmetros da gota. A relação entre 𝐶𝑎−1 e Δ𝑃/𝑃 *, assim como,
𝜆 e Δ𝑃/𝑃 * é aproximadamente linear e positiva, enquanto 𝑎 e Δ𝑃/𝑃 * é aproximadamente
quadrática e positiva.
Sendo assim, é posśıvel concluir que o presente trabalho cumpre os objetivos propostos
para o Projeto de Graduação. O problema proposto é abordado com alto grau de profundidade,
desde sua motivação do ponto de vista prático até a metodologia para alcançar o estado da
arte, incluindo todos os detalhes da formulação e modelagem matemática, e da metodologia de
implementação do método numérico.
6.2 Trabalhos futuros
A partir dos resultados apresentados neste trabalho, uma ampla frente de estudos
pode ser abordada. Alguns exemplos consistem em aprimorar a metodologia numérica utili-
zada, melhorando a precisão e robustez do código em relação a: estabilização da simulação;
maior precisão no cálculo das curvaturas locais; correção das descontinuidades na superf́ıcie da
gota. Com o desenvolvimento de um código mais robusto, pode-se abordar outros problemas
relacionados ao escoamento de gotas, tais como a interação entre duas ou mais gotas dentro
do escoamento, condições de coalescência entre gotas, presença de surfactantes na superf́ıcie
da gota e modificações na equação constitutiva para o salto de tensões na interface. Tendo em
vista que o estudo do caso bidimensional permite apenas análises qualitativas, pretende-se pas-
sar toda a formulação f́ısica presente neste trabalho e implementá-la em um código de Método
dos Elementos de Contorno para o caso tridimensional. Essa ferramenta seria de grande va-
lia para investigar esse tipo de escoamento, incluindo comparações com dados experimentais e
teorias dispońıveis na literatura.
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